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1. MILNIKY V MATEMATICE PRED EULEREM

NejstarSi doklady o nééem vic nez o pouhém scitani predméta pochazeji z Babylonie
(2000 pt. K.). Tam vznikla ¢iselnd soustava se z&kladem 60 [1]. Zkoumala se
celosiselna feSeni rovnice  a® + b? = ¢, tj. hledaly se Pythagorejské trojuhelniky. Bylo
zndmo ieSeni kvadratické rovnice x* + bx + ¢ = 0, byla tabelovéana feSeni kubické
rovnice x° + bx = c, ieSily se problémy podobnosti, pogitaly se plochy a objem a
pouzivalo se odhadu p»3*/s. Babylotiané dokonce pouzivali specidniho typu Fourierovy
analyzy k vypoctu efemerid [2,3].

Nekteré z téchto poznatki méli i stari Egyptané a lze si téZko predstavit, Ze by bez
nich postavili napt. Velkou pyramidu u Gizy (kolem 2650 pi. K.) [4].

Zatim v3ak Slo pouze o jednotlivé problémy a jeich feSeni. Skute¢ny systém
poznatkti a matematiku jako védeckou disciplinu vytvorili teprve Rekové. Rozkvét
fecke kultury a matematiky zacal asi 450 let pr. K. [5]. Z této a pozdéjSi doby pochazeji
véty a zékony spojené se jmény Euklides, Pythagoras, Archimédes, které zna kazdy
Skolé&k akteré nas dodnes plni obdivem.

Pozdgji se Recko stalo fimskou provincii a nastal Upadek evropské matematiky. Za
zachovani tecké matematiky a dalSi rozvoj matematiky vdécime mimoevropskym
nérodiam, zeimeéna Arabam. Siimskymi ¢islicemi se da téZko nasobit a délit, takze byly
pouZitelné jen pro s¢itani a odcitani. Italsti obchodnici z Janova, Bendtek atd. byli
v kontaktu s Orientem ajgjich prostiednictvim se matematika vrétila zpét do Evropy.

Po zhruba 1000l eté prestavce se objevuje Leonardo z Pisy, zvany Fibonacci, ktery r.
1202 napsal Liber Abaci. Fibonacciho jméno nese posloupnost {a} ={1,1, 2, 3,5, ...}
zadanaprok =3, 4, ... predpisem ax = ay1 + axo.
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Obr. 1 — Fibonacciova posloupnost {1, 1,2, 3,5, ...}.
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Fibonacciova posloupnost velmi rychle roste a da se prirozené zobecnit na aditivni
posloupnosti [6]. Dulezité je, Ze v Liber Abaci se pouzivaly arabské cidice, zZlomky a
dekadicka soustava [7]. To usnadnilo dal§i rozvoj pocitani i matematiky. V té dobé
zaca rust vyznam vzdélani av Evropé se zacala vytvéret sit’ universit (Bologna 1088,
Paiiz 1090, Oxford 1096, ..., Cambridge 1209, ..., Praha 1348, ...) [8].

1.1. Algebra
O tii stoleti pozdeji (16. stoleti) je uz zndmo algebraické reSeni kubické rovnice. Scipio
del Ferro redukoval délenim ag ! 0 asubstituci u = x — a,/(3ag) kubickou rovnici
agu® + aU? + agu+ a9 =0 do typa
x> +px=gq, x*—px = q, x> —px=-q, p.q>0
afiikal, Ze nadd jgich reSeni. Zemiel vSak 1526, aniZ své vydedky publikoval. Postup
ieSeni znovu objevil 1535 Tartaglia z Bendtek a rovnéZz jg uchovava v tanosti.
Prozradil jgj po dlounhém naléhani lékaii Hieronymovi Cardanovi z Milana, ktery mu
dibil mi¢eni. Cardano vSak 1545 vyda knihu o algebie Ars magna. Jakmile Tartaglia
zjigtil, Ze je v ni publikovéan vyklad jeho metody, rozhotel se jeden z velmi znamych
prioritnich spora (jiny — Newton/Leibniz — zndme z pozdéjSiho obdobi kolem roku
1700). Nicméneé v literatuie o feSeni algebraickych rovnic se pro koreny redukované
kubické rovnice
X +px—-q=0
dodnes uvédi vzorec

X= \/\/ P3+ 0tz +0ys — 3{/\/ PYa+Af - Qo . Kdepus=p/3, duz=0/2

pod Cardanovym jménem [9,10].

Poznamenavame, ze poditéni stimto vzorcem je dozité. | v pripadé UspéSnosti vyzaduje znaénou
pozornost a neni pro obycejnou kalkulacku. Vhodngj&i je EXCEL. Napf. urovnice x>+ 12x—2=0je

Pus=4, Q=1 + pisz+gd, =8.062257748,
- 3 2 = = 3 2 =
5 = 3{/1/ Py3 + 0, + Oy, = 2084869151, s= ?/1/ Pi/3 + 0o - COhyp =1.918585633

akorenx; = s, — s, =0.166283519.

Pro vypocet rednych korent kubické rovnice na zadany pocet desetinnych mist je proto vhodngjsi
pouzit nékterou numerickou metodu feSeni obecné rovnice f(x) = 0 se spojitou levou stranou [3].

Vezmeme-li kubickou rovnici napt. v redukovaném tvaru, je jeji leva strana 1(x) = X2 + px — q
diferencovatelnou funkci. Pro x* > i pi /3 méa kladnou derivaci, di(x)/dx = 3x* + p > 0 a I(x) je tedy
rostouci. Dale limg_y [(X) = =¥ |, lime.y I(X) = +¥. Podle Bolzano-Weierstrassovy véty existuje x
takové, Ze 1(x) = O, tedy kubicka rovnice srednymi koeficienty ma vzdy aspon jeden redliny koien.
Obecngji: kazda agebraicka rovnice lichého stupné srednymi koeficienty mareany koien.

Algebraické reSeni rovnic bylo podnétné tim, Ze piivadélo matematiky k novym
&iselnym oboram. Napk. rovnice x + 2 = 0 vede k zapornému &islu x = -2, ¥ =2 =10

vedek iraciondnimu &islu +/2, 3 + 2 = 0 vede k imaginérnimu ¢islux =1+/2 atd. Tyto
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pojmy se Usilim mnoha matematikti postupné do matematiky zaclenily a dnes jich
pouzivame samozigimé. K dislednému pouzivani komplexnich ¢isel prispél Raffael
Bombelli knihou Algebra (1572), kterou pozdgji studovali G. W. Leibnizi L. Euler.
UvaZujme znovu kubickou rovnici xC +12 x—2 = 0. Lzeji psét ve tvaru
0= +12x—2= (x—=x)(¢ + ax + b),
kde x; =0.166283519 je jgi prvni kofen uréeny treba numericky. Roznasobenim
pravé strany a srovnanim koeficient stejnych mocnin x najdeme
a=x3, b=2/x.
Dal&f dva koreny kubické rovnice X2 +12x—2 = 0 jsou tedy koreny kvadratické rovnice
X2 + XaX + 2/%, = 0,

1 )
%= = ’g"&k +xZ - 8% g =-0.083141759 + 3.467093544 i,

Krétce po feSeni kubické rovnice se podaiilo take resit rovnici 4. stupné prevedenim
na soucin dvou kvadratickych troj¢lend. Rovnice vySSich stupnia se algebraicky obecné
ieSit nedgji. Trvalo vic nez 2 stoleti, nez nemoznost algebraického reSeni rovnice 5.
stupné dokézal N. H. Abel (1802-1829). Uplné feSeni problému al gebraické reSitel nosti
rovnic stupné > 5 podal E. Galois (1811-1832). Uvahy o teSitelnosti jg vedly k
vytvoreni z&kladu teorie grup [5,11].

o 2.5-3
m2-2.5
01.5-2
0o1-1.5
m0.5-1
m 0-0.5

Obr. 1.2 — Funkce F(x, y) = i (x+iy)* + 1i naintervalu[-1, 1]x[-1,0].

Ulohu konstruktivniho feSeni algebraické rovnice P(z) = 0, kde P je polynom
skomplexnimi koeficienty, |ze pirevést na problém ngjit minimum vhodné spojité
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funkce dvou proménnych (realné aimaginarni slozky komplexni proménné z = x + iy),
tieba absolutni hodnoty polynomu P,

F(x,Y) =TP@)i = (i Re(x+iy)i 2+ T Im(x+iy)i )¥* 33® min.
Piiklad je na obr. 1.2 pro jednoduchy polynom P(2) = Z* + 1. Protoze koteny polynomu
srealnymi koeficienty jsou komplexné sdruzeng, staci pracovat v poloroving y £ 0 nebo
y > 0. K hledani minima se zvolenou presnosti |ze pouZzit genetického algoritmu [3], o
kterém pojednavala uz prednaska[12].

1.2. Logaritmy
SloZitgj i aritmetické vypocty, zejména nasobeni a déleni, pomohla usnadnit souvislost
geometrickeé posloupnosti mocnin a > 0 s aritmetickou posloupnosti exponentt,
at,a%,a .. +u® 1,23,..
Re%eni rovnic a* = 1, @ =1+ h, ..., & = a — h, a vytvagi na redné ose
logaritmickou stupnici s proménnym krokem (obr. 1.3).

a aloga(x)
X
—_—T 1
0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 07 08 09 1
log (x)

Obr. 1.3 — Konstrukce logaritmické stupnice na horizontélni ose.

Soucin kladnych ¢isel b, ¢ > 0 se d& pocitat tak, Ze se n¢jakym zpasobem (interpolaci)
najdou exponenty b, gtakové, ze b=aP, c=a? Tyto exponenty se sestou, b +g=d,
avypocte se mocninaa’. Zigms a’ = a*9=a’ a%=bc (obr. 1.4).

2
2lug2 X
0
|
|
|
1
)’ I ‘ l
|
| |
X : :
| | | 0 log, X,
| ‘ ‘ g ==
1 ! | | 0] log, x, log, x,x,

0 Iogl2X1 |692X2 % 1
Iogz X1+ |°gzxz
Obr. 1.4 — &itani logaritme znamendé ndsobeni jejich argumentai.

Mys&lenku pievést nasobeni na s¢iténi uverginil jako prvni skotsky baron John Neper
(Napier) 1614. Nezévisle se stejnou my3enkou piidel 6 let pred nim Svycar Joost Biirg
(1588), ale publikoval ji teprve na piikaz Johanna Keplera 4 roky po Neperovi [13].

F. KOUTNY: Leonhard EULER



5

1. MILNIKY MATEMATIKY PRED EULEREM

Ze slov logos = proporce a arithmos = ¢islo Neper sestavil nazev logaritmus. Vlastni
metodou Neper vypocital tabulku logaritmi, kterd odpovidala zékladu » €, ale pojem
z&kladu jesteé neznal. S ideou logaritmi sezndmil svého piitele Henryho Briggse a oba
se dohodli na z&kladé a = 10. Briggs 1617 publikoval tabulku 8mistnych dekadickych
logaritmi celych ¢isel od 1 do 1000. Po Neperové smrti (1617) Briggs vypracoval
ob3irné tabulky dekadickych logaritmu, které 1624 publikoval v knize Arithmetica
logarithmica.

Ptirozené logaritmy In se objevily v souvislosti sexponencidlni funkci €, kde e =
2.71828 18284 59045... Prvni tabulku In x vypracoval John Speidell 1619. Funkce €*
ma tu skvélou vlastnost, Ze je invariantem derivovani, € = (€) = (€ = (€ ...
(uzivéme Lagrangeova oznateni ~ misto d/dx, =~ misto d?/dx?, ..), a integrace.
Exponencidni funkce a logaritmus jsou vzaiemné inverzni funkce a na vypocéet logau
Ize nahliZet jako na Ulohu ngjit ¥eSeni rovnice f(x) = a“— u = 0 . To vzhledem
k monotonii a spojitosti mocninné funkce neni pii pouZziti pocitace obtizné.

Aby se pii ru¢nim pocitani daly operace slogaritmy provadét efektivné, musely byt
pro zvoleny zaklad a pii dosti bohaté posloupnosti {u} vypracovany tabulky exponentt.
Diive zminéna Fibonacciova posloupnost ukazuje, Ze uz vhodny zapis sam o sobé muze
inspirovat. MuzZe napi. stacit k tomu, aby se zatalo uvaZzovat 0 nekonecnych procesech.

Prikladem mutize byt vytvareni nekonecnych posloupnosti, souétu a souc¢inu jegich
¢lent (fad a nekonecnych soucini), nebo tvorba vyrazi

Q) \/c+\/c+\/c+..., (2 ot atd.

1
c+

1
c+
c+..

Stémito objekty se zachazelo obcas nekorektné. Svétlo prinesla teprve definice
limity vyslovena v 19. stoleti B. Bolzanem (1781-1848) a A. L. Cauchym (1789-1857)
[14]. TakZe dnes muZeme uvaZzovat napr. takto:

(1) Jeli c>0aexistuje-li konesné C= y/c++/c++/c+..., jetaké C=/c+C.PakC’=C+c a

tato kvadraticka rovnice makoreny C, , = li /£+c . Kladny koten je C, = 1, £+c-
2 \4 2 \4

(2) Jelict Oaexistujeli konecné C = 1 , jeC= , takze C? + cC —1 = 0. Prislusny

1 c+C
1
c+..

c+

c+

. c . 2
kofenjeCl:—§+S|gn(c) € +1. Napt. proc =-8 dostaneme C; =4 — ,/ 17 =0.1231056...
4

Jak vlastné pocitali Neper, Briggs, Speidell logaritmy, jsem nevypétral. Dnes je to
ae pro matematiku pouh& historie. Je téméi jisté, Ze pouzivali néjaké rady.

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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V z&kladech diferencidniho poctu se odvozuje Tayloriv rozvoj
2 3 4 5 6
IN@Q+x)=x— > + 2 X X X 4
2 3 4 5 6

Rada vpravo je konvergentni pro -1 < x £ 1, ae konverguje rychle jen pro x
v tésném okoli 0. Napt. pro vypocet In 2 na 6 mist, tedy pro x = 1, bychom potiebovali
1 000 000 ¢lend.
Podstatné zrychleni konvergence pro vétsi x > 0 piinaSi substituce (obr. 1.5).
1- x

X(u) = l_u neboinverzné u(x) = ——
1+u 1+ X

1
0.8 \ //
0.6
u /
0.4
0.2 /\\
O L] L} L] L] \ L] L] L] :l
) 02 04 06 08 N 16 _ 1.8 >
0.4
Obr. 1.5 Graf funkce u(x) = 1~ X (au(x) = x).
X
Pak
1- 2w vt ouw
Inx=In—=In-u-NnL+uv)y=(UU-— - — - — = — = — —
(1-u) (1+u)=( > "3 2 5 6 )
uz ud out o u®
—(U——+ ———+ ———+..)
2 3 4 5 6
3 5 7

Rada S(u) konverguje rychle pro u blizka0, tj. x blizka 1 (u(x) < x pro x > J2 -1).
Chceme-li pro zéklad a > 0 an¢jaké x > a pocitat log, X, délime postupné x ¢islem a
tolikrét, aZ dostaneme podil mezi 0 al. Napi. proa=e (= 2.71828...)
100 = 36.78794412 e = 13.53352832 €° = ... = 0.673794699 €,

In 100 = In 0.673794699 + In € = In 0.673794699 + 5.
1- x k

PoloZzme x = 0.673794699, u = 17 x =0.19488967. Cleny a, = u? nasleduji v tabulce.
X

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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k a ProtoZze ax maji stgfné znaménko, odhadujeme chybu R,
1 0.1948896727 i prerudeni souctu za &lenem a, takto:
3 0.0024674322 )
n+2 n+4 n+ n+2
5 00000562308 p _u™?  u™* - _u 1+ P +ui+, )= U 1
7 0.0000015255 nt2 n+d n+o N+21- u2
9 0.0000000451
11 0.0000000014 V naSem pripadé R, < 4.7x10™ aln 100 » 5 — 2x 0.1974149077

Sowset 01974149077 > 4605170186  (In0.673794699 » —0.394829815).

Logaritmus se z&kladem a > 0 se vypocéte pomoci piirozeného logaritmu podie
vztahu

I3 1098612289 12385606273, logy 3= 11> » 0.959713...
In100 = 4.605170186 Inp
Protoze jsme zvykli pracovat sc¢isly v desitkové soustave, tj. reprezentovat cisla
jako soucet nasobkt mocnin 10, je nejpohodingjSi pracovat s dekadickymi logaritmy.
Stimto ucelem se jako technick&d pomicka diive pouzivalo logaritmické pravitko se
stupnicemi dekadickych logaritmi. Po nastupu elektronickych kalkulagek pred 20-30
lety se velmi rychle stala anachronismem. Vic o logaritmech je uvedeno napt. v [15].

Naof. |Og]_oo 3=

1.3. Teoriecisd
V teorii ¢isel sevétSinou pracuje s piirozenymi ¢igly, tj. prvky mnoziny N ={1,2,3,...}.
Opakovanym s¢iténim se tvori nasobky. Napr. suda ¢isla jsou dvojnasobky prirozenych
Cisel. Operacemi stitani a nasobeni z oboru piirozenych ¢isel nevybocime. Odgitani
vede k 0 a zgpornym ¢islam {1, -2, -3,...}. §ednocenim téchto mnoZin dostavame
obor celych ¢isd Z={...-3,-2,-1,0, 1, 2, 3,...}.
Bohat&i vysledky piindsi operace déleni. Jsou-li m,nT N, n>majeli p=n/m
celé, fikame, Ze n je nasobkem m, n je délitelné m, m je délitelem n atd. Libovolnam, n
mazeme délit, /m=c+r, kdecjecdacast, cl {0,1,2 ..} ar1 {0,1,..m-1} je
zbytek. Tak se mnozina celych ¢isel pro dané m, modul, rozpada do m zbytkovych trid.
To, Ze¢ido n patii do zbytkové tiidy r, tj. n=cm+r se od Gaussovych dob zapisuje
n° r mod(m)

acte: nje kongruentni r modulo m.

De¢litelnost celych cisel tvoii rozséhlou kapitolu tradicni algebry. P manipulaci
scidy se objevuyji rizné zékonitosti a snadno vznikaji rizné hypotézy.

ZvolmenT N apidmeje v dekadickém tvaru, tj. jako
N = Ndiy...MNo = N10X + ... + ny10* + ny10°.

Protoze vechny kladné mocniny 10 jsou sudé, rozhoduje o tom, zdan T N je sudé ¢i
liché jen podledni ¢idlice. Zda je n delitelné 3 se vyS&etii také snadno. Kazda kladna

mocnina 10 dava po déleni 3 zbytek 1, takze
n = ne BmeD)* + ... + M(3%3 + 1) = Mx3 + (n +...+ No) an je delitelné 3 prave kdyz

soucet jeho cifer ng+...+ ng jedelitelny 3,tj. n° (ng +...+ ng) mod(3).

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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Ve vedlgsi tabulce jsou ve druhém sloupci 0 a piirozené
nasobky 7. Ve 3. sloupci jsou posledni ¢idlice. Prochazi-
li se cidice ve 3. doupci skrokem 3, dostane se
posloupnost {0, 1, 2, ..., 9} ve4. doupci. Ve 3. sloupci
se v kazdych 10 po sob¢ jdoucich tédcich vystridgi
véechny cidlice dekadické soustavy. Vezmeme-li
podobnou tabulku ndsobka 3, 13, 23, ... museli bychom
misto 30 ¢lena vzit 70, abychom skrokem 7 prodli
posloupnost {0, 1, 2, ..., 9}. U 9jeto krok 9 u 1 krok 1.
Cleny posloupnosti nasobki 5 konéi jen na 0 nebo 5, u
vSech sudych ¢isel na 0, 2, 4, 6, 8 atd. Tak se pii psani
Cisel jaks automaticky muze vynorit fada otézek, ae ty
vétSinou vedou k jednoduchym zakonitostem.

Z antiky zname Euklidiv algoritmus (Eukleidés
zMegar, asi 450-380 pt. K.) pro nalezeni nejvétsiho
spole¢ného délitele dvou celych cisel, resp. polynomu.
Jen pro osvézeni: delitelé se cyklicky déli zbytky, dokud
neni zbytek 0. Posledni délitel je nejvétsi spolecny.

Pro ilustraci uvadime 2 piiklady.
1. Procida2424a1992

2. Pro polynomy

2424 1992 = 1 (432)
1992 432 4 (264)
432 264 = 1 (168)
264 168 = 1 (96)
168 96 = 1 (72)
9% 72 = 1 (24)
72 24 = 3 (0)
X1 X¥+2x+1 = X
X*+253+x2
-2 x°—-1 X¥+2x+1 = =2
—2 X*—4x°—2x
3x+2x-1 X+2x+1 = 3
3x%+6x+ 3
—4x—4
X+2x + 1 —4x4 = x4
XP+X
x+1 x4 = -1/4
X+1

0

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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Prvocisa
Je-linT N délitelné pouze 1 a samym sebou, nazyvé se prvocislo. Uz Euklides dokézal,
Ze prvocisel je nekone¢né mnoho. Jeho dikaz je skvélym piikladem dikazu sporem.
Kdyby totiZ prvocisel p bylo kone¢né mnoho, vytvorila by mnoZinu P ={py, ..., pm}
o m prvcich. Avdak ¢islo g = pr...pm + 1T N neni délitelné Zadnym z nich, proto by
samo bylo prvogisem. Tedy g1 P, asoutasné gl P(q! pw k=1, ..., pm).
Slozit¢jsi je mala Fermatova véta:
Je-li p prvocislo am prirozené ¢islo, je mP —mdglitelné p, tedy mP © m (mod p).
Dtikaz 1ze ngjit v kazdé ucebnici agebry, tedy napt. v [9,11] a nawebu.
Napt. 4° — 4 = 1020 = 204x5, 3° — 3 = 240 = 48x5 nebo 3’ — 3 = 2184 = 312x7.

Pierre de Fermat (1601-1665) je znam hlavné jako autor
tohoto tvrzeni:

Velkd Fermatova veta. Rovnice X" + y' = Z" je v oboru
prirozenych ¢isel reSitelnajenpron=1, 2.

Fermat si na okrgj latinského prekladu Diofantova
spisu poznamenal, Ze naSel podivuhodny diukaz tohoto
tvrzeni. Trvalo viak téméi 3 stoleti, nez tuto vétu 1994
dokazal Andrew Wiles. Jeho dukaz je tak dlouhy, Ze
zabird knihu. Dnes se ma obecné zato, Ze Fermat se
prosté mylil.

Jist¢ se ale mylil, kdyZz se domnival, Ze vSechna

I n - s ~ s
Pierrede Fermat (1601-1665)  «ig522 + 1 jsou prvogisla. Aleotom uZ byla zminka

v prednéSce o Gaussovi [16] ak Fermatovym ¢islim se jesté vratime pozdgji (odst. 3.1).

Fermat s dopisova sB. Pascalem
(1623-1662). Oba tyto Francouze lze
povaZovat za  zakladatele  nové
matematické  discipliny —  teorie
pravdépodobnosti [17]. Oba lze také
povazovat za  pruakopniky  metod
diferencidlnino poétu — pro prirastky
nezévisde a zavisle proménné pouzivali
metodu charakteristického trojuhelnika.
Fermat odvodil metodu hledani extrému
ke . realné funkce jedné promeénné [12]. Pascal
Blaise Pascal (1623-1662) je zndm zakonem z mechaniky tekutin
(tlak v tekuting nezavisi na sméru), postavil mechanickou kalkulacku atd. Uvazoval také
o integrdnim poc¢tu a na jeho dilo navézal pozdgji Leibniz.

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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1.4. Geometrie
V 16. a17. stoleti vysy v Evrope latinské preklady feckych antickych autort. Euklides
1482, Archimédes 1558, Diofantos 1621 a dalSi [5]. Euklidovo dilo tvoiilo svou
architekturou vzor i pro ostatni matematické discipliny.

Studium tecké matematiky bylo samozigimé inspiraci. Napt. Pascal v 16 letech
objevil vétu o kuzel oseckach zndzornénou na obr. 1.6.

Obr. 1.6 — Pascalova veta pro elipsu: priseciky primek 12 a 45, 16 a 34, 23 a 56 |eZi na jedné primce.

Je to jedna z vét projektivni geometrie. Jind, Desarguesova véta, ktera Pascalovi
slouZzila jako vzor pro prezentaci jeho véty [5], je na obr. 1.7. Pascal vynaezl napi.
barometr, hydraulicky lis, injekéni stiikacku.

Gérard Desargues (1591-1661) je povaZzovan za zakladatele projektivni geometrie
[19]. Jeho antickym predchadcem byl Pappus z Alexandrie, ktery Zil kolem roku 300
(pozorova zatmeéni Slunce 18. fijna 320). V projektivni geometrii se uvadi napr.
Pappova véta [ 20].

Obr. 1.7 — Desarguesova veéta: prizseciky prodlouzenych stran 12 a 45, 13 a 46, 23 a 56 |eZi na jedné
primce.

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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V 17. stoleti Zil také filosof a matematik René Descartes (1596-1650) [21], mezi
jehoz zasluhy patii nalezeni souvislosti mezi algebrou a geometrii. To pozdeji vedio
k vytvoreni analytické geometrie. Ukazal, Ze mnoho geometrickych problémia se da
transformovat na agebraické ulohy. Tim polozil jeden ze zakladnich kamenu pro vznik
matematické analyzy, tj. pocitani sinfinitesimanimi veli¢inami, které Newton aLeibniz
rozvinuli pozdeji do tzv. kalkulu. Jeho Geometrie (1637)
v3ak neobsahuje ani kartézské souiadnice ani rovnice
piimek, kuzel osecek nebo kvadratickych ploch [5].

Descartes je znamy predevsim diky réeni Cogito ergo
sum (= UvaZuji, tedy existuji) arozpracovanim filosofie v
Meditacich o prvotni filosofii, mechanickym pojetim
svéta a atomismem, objevem zékona zachovani momenta
v mechanice, diskusi o metodach uvaZzovéani. Z algebry
zname Descartesovo pravidlo: pocet kladnych koreni
redlného polynomu je roven poc¢tu znaménkovych zmén
v posloupnosti jeho koeficienti sefazené podle stupné
René Descartes (1596-1650)  mocnin proménné minus sudé éislo [22].

Descartes se snad jako mlady Sechtic G¢astnil bitvy na Bile hore 8. listopadu 1620 v cisarském
vojsku. Pozdgji jgj, uz jako slavného filosofa, pozvala krdlovna Kristina do Svédska. Tamgjsi studené
podnebi mu v3ak nesvédgilo a po kratkém pobytu zemiel ve Stockholmu na zapal plic [20]. Po jeho smrti
krélovna Kristina abdikovala a prestoupila na katolickou viru.

1.5. Analyza

Idgje manipulace s nekonetné maymi, infinitessimanimi velicinami se zrodily uz ve
starém Recku. ZvySovanim podtu stran pravidelného mnohothel nika ziskal Archimédes
(7287-212 pr. K.) odhady &isla p: 3% < p < 3Y%. Vypocet a tabulka obsahi
pravidelnych 2"Uhelniki vepsanych do jednotkového kruhu jsou uvedeny napt. v [14],
str. 52-53.

Archimédes je kazdému Skoldkovi zndm piedevSim jako fyzik. O mechanické
metodé Archimédovy metody uréovani ploch pojednévéa préce [23] nebo o ni prednésel
V. Zika [24]. Zde nepouZijeme postupného vyplinovani geometrického objektu stale
menSimi jednoduchymi objekty znamé miry (exhaustivni metoda), jen ukézeme obecny
princip vypoctu ploch a objemi geometrickych Gtvara limitnim piechodem.

Plocha kruhové podstavy vélce je pr?, véec o vysce H miaZeme rozloZit na n
nizkych véalecka vysky h = H/n s objemem DV = pr*h. Objem celého vélceje

V:;?r{ DV=nDV=npr*h=pr’H .
k=1

U rotacniho télesa s polomérem zavislym na vysce z nad podstavou, jako je sud
nebo koule na obr. 1.8 ziskame timto zpusobem odhad:

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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n n
V(=4 DVk=ph & rkh).
k=1 k=1

U koule o poloméru a je podle Pythagorovy véty r%(z) = a> — 2, tedy pro z = kh je dolni
odhad objemu koule (symetrie osy z vzhledem k poc¢éatku O)

2

V(n)=2ph & (@-Kh)=2p2 (na?- 2 3 kz):zpa3(1—i3§ 1) .

k=1 n n°< k=1 n° k=1

Obr. 1.8 — Dve rotacni telesa.
n
ProtoZze § K= % (n+1)(2n+1) (pozndmkadde), je
k=1
Vi) =2p & (1- = D mn@ent) =2p & (1- = 1+ 1)+ 1)) .
n® 6 6 n n
KdyZ nyni poroste n do nekonecna atloustka vrstvicek h bude konvergovat k 0, bude

V=2pa’ limey (1— 1 (1+1)(2+1)) =2pa’(l- 1 liMne v (1+1)(2+1)) = ﬂpa3.
6 n n 6 n n 3

Obr. 1.9 — Koule vepsana do val ce. Bocni pohled.

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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Koule vepsana do vélce s polomérem podstavy a vyskou H = 2a (obr. 1.9) ma stejny
polomér a. Jeji objem Vicue :g pa®, objem vélce je Vige = pa®x2a. Pak ovdem podil
objemu

4 3
3Pa
3

Vkoule —
Videe  2pa
Tento vysledek uvedl Archimédes ve svém spisu O kouli avélci [25].

2
>

Snadno |ze ukazat, Ze rovnostranny vé ec vepsany do koule o poloméru a ma objem

Vidles, 1 :% pa® =-L Ve astiidavé vpisovani koule a valce miZe pokrasovat: Vigee n = 22 Vigeo,

NA

Viouie, n = 2" Vioues N=1, 2, ...

n
Pozndmka. Soucty Sy(n) = § k",m=1,2 3, 4.
k=1

n
- Sowet Si(n) = § k=1+2+ .. +n jeznamy soucet aritmetické posloupnosti, ale mizeme jg urdit
k=1
také pomoci souctu étverci.
gl 2 n n n n
4 (k+1P=§ (K+2k+1)=3 K+23 k+ 3 L
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Protoze

n n n n
25(N) =28 k=§ k+1)°-3 K-3 1=(n+1)°-1-n=n*+n=n(n+1),je
k=1 k=1 k=1 k=1
Si(n) = 1n(n+1).
2

- Andogicky S;(n) odvodime pomoci tietich mocnin.

n n n n n n

A k+1)°=8 (C+34P+3k+1)=d K+34 K+334 k+ 4 1 takze

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
33(n)=(n+1)°%-1-35(n)—n=n*+3n*+3n+1-1-3n(n+1)/2-n.
Po vynésobeni posledni rovnice ¢isdem 2:
6S(n) = 2n*+6n*+6n—3n*—3n—2n=n(2n’+3n+ 1) =n[n(2n + 1) + 2n + 1] , t].

S()=1Inn+1)@n+1).
6

- Je ztgimé, Ze takto |ze pokracovat. Napt.
Sn)=1n*(n+1)2= sf(n), Sy(n) = N [n%(6n® + 15n + 10) — 1] atd.
4 = 30

Vypocet objemu je soucasti integrdiniho poctu, lidové feceno scelovaciho nebo
sumaéniho poctu. S nim je Uzce spojen diferencidlni pocet, jehoz nazev je odvozen
ze dova diference, rozdil. A historie nas vede k jiz zminénému charakteristickému
trojuhelniku u funkce jedné redné proménné. Priklad je na obr. 1.10.

Obr. 1.10 naznatuje, Ze tam, kde rozdily Dy pfi rostoucim x méni spojité znaménko
Z kladného do zaporného, méafunkce maximum. Natuto vlastnost poukézal jiz Fermat.
Bylo mu take zigimé, Ze prirastky nezavisle proménné musi konvergovat k nule, aby se
poloha extrému funkce dala ur¢it presné. Podobné uvazovali Pascal, Descartes,
Huygens a dalsi.

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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A

Syt

\&

o / N

0 | X
Obr. 1.10 — Velikost zmen hladké funkce. V okoli extrému se charakteristicky trojuhelnik redukuje.

Ucelengjsi vyklad limitniho piechodu Dx, Dy ® 0 vedl pojmu derivace funkce y(x).
Issac Barrow, Newtonav uditel, strévil 4 roky cestami po Evropé a seznamil se
spracemi evropskych a zeména francouzskych matematiki. Prevzal diferencidlni
(charakteristicky) trojuhelnik a odvodil vzorec pro vypocet délky oblouku rovinné
kiivky. Newton nazyval derivaci funkce y fluxi, zna¢il ji teckou, ¥. Chépa ji spis ve
smyslu mechaniky, napt. je-li y dréha, nezévisle proménna t ¢as, je ¥rychlost [12].
Toto znateni pro derivaci podle ¢asu se ve fyzice pouziva dodnes.

Pro matematiku je vSak mnohem piirozenéjSi a vhodnéjsi znateni Leibnizovo, kde
selimitapodilu Dy/Dx oznacuje jako derivace funkce y(x) podle x.

U jedné promeénné

. . _ d
iy D g = im, VORI 00

u funkci vice proménnych je napi. parcidni derivace podle druhé proménné x,

lim Y04, Xo + DX, X3) - Y%, %0, X3) _ 11

DX® 0 y (X1, X2, X3)

Dx, 1%
apod. [14]. Pritom  vyjadiuje, Ze jde o parcidni (dil¢i) zmeénu jen u jednoho argumentu
funkce. Toto oznaceni infinitesima ni parcidni zmény zavedl Legendre kolem r. 1786.
Zobecnéni derivace funkce jedné proménné na funkce vice proménnych je tedy
snadné. Leibniz vychézel ze SirSi filosofické baze a snazil se zachytit logiku spravného
uvazovani obecné. Parcidni derivace v Newtonové symbolice nezndm.
Mezi Newtonem a Leibnizem vznikl prioritni spor [5,12]. Dnes se ma zato, Ze
k operaci derivovéni a inverzni operaci integrace dospéli nezavide [5]. Jelli F(X)
diferencovatelnafunkce a f derivace F, plati zakladni formule integralniho poctu
b
0 f(x) dx=F(b) —F(a) .
a

Nazyva se Newtonova-Leibnizova formule (ale zna ji uz Newtoniv ucitel Barrow
[26]). Tato formule se da zobeciovat v riznych smérech [14].

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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1.6. Diferenciélni rovnice, mechanika a dalSi rozvoj matematiky
Proménné, funkce a derivace mohou byt svézany do relace, diferencidni rovnice.
Napi. zrychleni volného padu télesa v atmosfére zavisi na vysce a odporu vzduchu,

ktery je funkci rychlosti télesa, R(%). Pa&d zmaé vy3ky yo > 0 a pii bezvétii 1ze

s

aproximovat jednodusSim pohybem s konstantnim gravitacnim zrychlenim —g a

linearnim odporem vzduchu R(% ) % = const (kvadraticka zavidost R(%) = % (cL+ cz%)

by samoziejmé byla realistictéji [27], jak dosvédei kazdy cyklista)
d? d
—vy+g+a—y=0 *
g2l toragy *)

. ] : d
s pocéatecnimi podminkami y(0) = yo, d_}[/ 0 =0.
Relace (*) jelinedrni diferencidni rovnice ajgi feSeni se najde snadno. PrepiSemeji do tvaru

%(%y + ay) = —g. Z n¢j dostaneme %y + ay = —gt + ¢, kde ¢ = const. Pro t = 0 z po¢atecnich
podminek plyne % y(0) + axy(0) = —gx0 + ¢, tj. c = ay,. ReSeni nové diferencidni rovnice

dy+ay=—gt+ay,
hledgjme vetvaru y(t) = C(t) €. Po dosazeni dostaneme
%y(t) +ay(t) = %—?e*"—ac e*+aCe®=—gt+ aypt. (:j—? =(gt+ayy) e a

t t
C)—C(0) = ) (—gt+ ay) e dt=ye'—gQ tet dt=yo(e*—1)— I [t + L (1-&Y).
0 0 a a

Takzey(t) ={C(0) + yo(&*~ ) - L[te*+ La-e} e =C0) e~ Lt+(yo+—-)(1-€7),
a a a a

odkud prot =0 plyne:  y(0) =y, = C(0).

Rovnice (*) mapro at 0 reSeni
yt) =yo— L t+ %(1 e'at).
a a
Po rozvinuti exponencidly v fadu
gt @& a’ a%t® o0

)=yo— — +agG—- = +Z - _ =3
y(t) = Yo 5 g 3 4 5 2

je ihned ztggmé, Ze pro a = 0 (nulovy odpor) dostdvdme elementarni volny pad ve
vakuu.

Obr. 1.11 ilustruje p&d tlesa v gravitanim poli na povrchu Zemé (g = 9.8m/s%)
zvysky 10m pii rizném a, tedy s riznym odporem prostiedi. Funkce y pro nejhustsi
prostedi s a = 3s je prakticky linedrni uZ pro t >1s (kdmen ve vodg), u funkce y pro
a=0.2s™ by selinearity doséhlo a7 po mnohem del&m ¢ase (>30s, kdmen ve vzduchu).
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i \
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Wyskay, m

Cast, s

Obr. 1.11 — Pad v konstantnim gravitacnim poli s rizznym linearnim odporem prost/edi.

Tento priklad naznacuje, jak piirozené a snadno pojmy derivace a integrdu vedou
k diferencidlnim rovnicim a aplikacim v redném svété. Pred 3 stoletimi to byly
piedevsim fyzika ni aplikace v mechanice, optice, astronomii.

V 17. stoleti se uz krom¢ knih zacaly vydavat i periodické casopisy. Tim se
podstatné zvysila rychlost Sifeni novych poznatki i pocet lidi zapojenych do vyvoje
matematiky tehdy jesté neodmyslitelné propojené s fyzikou a astronomii.

Napt. ve Francii vyznamné prispél k obecné vzdélanosti
Jean le Rond d Alembert (1717-1783) [28], spolueditor
(sDenisem Diderotem) vibec prvniho souboru tehdejSich
poznatki, znamé francouzské Encyclopédie.

Jeho matka ho jako nemanZel ské novorozené poloZila na
schodidté kostela Saint Jean le Rond, a podle zvyku byl tedy
pojmenovan podle patrona kostela. Brzy je adoptovala Zena
jednoho sklenare. Jeho vlastni otec, Sechtic a dustojnik, tajné
platil péstounam najeho Zivobyti avzdélani.

D’ Alembert formuloval jako prvni zékladni vétu algebry
dokézanou pozdgji C. F. Gaussem [16]: kaZzdy polynom
skomplexnimi koeficienty ma v komplexni roviné aspon
jeden koren. V teorii ¢iselnych fad se uvédi d' Alembertovo
podilové kriterium absolutni konvergence rady [14]:

Ay
a

jestlize <q<1, tada § \_ & absolutns konverguje.

Jean d’ Alembert (1717-1783)

D"Alembert podstatné piispél ke zpresnéni pojmu limity. Z mechaniky zname d’' Alembertav princip
[27,29,30], z mechaniky kontinua[30,32], matematické fyziky [33,34] i matematiky [14] d’ Alembertovo
FeSeni vinové rovnice, popt. v jedné dimenzi rovnice kmiti struny,

S S
kde x je délkova souradnice struny, t je ¢as a u(x, t) je vychylka bodu struny kolmo na osu struny v klidu.
Snadno se ovéri, Ze pro libovolné dostatecné hladké funkce f, g je u(x, t) = f(x + vt) + g(x — vt) obecné
feSeni rovnice struny. Nazorny vyklad s animacemi Ize ngjit nainternetu [34,35].
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Zatimco v Anglii nevhodna symbolika Newtonova a jeho kult rozvoj matematiky
brzdily, symbolika Leibnizova a nadnarodni pojeti védy na kontinenté vedly k rychlému
rozvoji novych metod. Kolem r. 1700 a pozdgji se naném znacné podilel rod Bernoullit
ve vice generacich ze Svycarské Basilge (Basel). To je historicky velmi unikétni
fenomén [5,37]. Z rodu Bernoullit uvadime jen dvé generace:

@ Jakob Bernoulli (1654-1705) 3%.® Bernoulliho &idla, dif. rovnice, binomické rozdgleni,
@ Johann Bernoulli (1667—1748) — mladSi bratr Jakoba 3%.® kmity struny,

@ Nicolaus | Bernoulli (1687-1759),
@ Nicolaus || Bernoulli (1695-1726),

@ Daniel Bernoulli (1700-1782) 3%® Bernoulliho rovnice, princip a petrohradsky paradox,
@ Johann |1 Bernoulli (1710-1790),
@ Johann |11 Bernoulli (1744-1807).

Jgjich predek, Leon Bernoulli, pochdzel z Antverp a z ndbozenskych davodu v 16.

stoleti emigroval do Basileje pied Spanélskou nadvlédoul.

Nekter € pojmy spojené se jménem Bernoulli:

1. Bernoulliho diferencidlni rovnice (Jakob Bernoulli, 1695): y" + P(X) y = Q(X) y"
(dlenim y" asubstituci u=y*™" selinearizuje)

2. Bernoulliho (aternativni) distribuce pravdépodobnosti (Jakob Bernoulli) [37]

prok =1

prok=0"

SR

Soupy vody zvednuté podtlakem za proudovymi motory letadla leticiho nizko nad hladinou [38].
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3. Bernoulliho princip (Daniel Bernoulli, Hydrodynamica, 1738) u nestlagitelnych (ale
i stlacitelnych) tekutin: rychlost tekutiny se zvysuje, kles&li potencidlni energie
(tlak). To krasné demonstruje vztlak u kiidel ptaka aletadel nebo predchozi efektni
obrézek prevzaty z [38].

Jakob Bernoulli (1654-1705). Johann Bernoulli (1667—-1748), Eulertv ucitel.
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2.LEONHARD EULER —-ZIVOTNI DRAHA 39

Leonhard Euler se narodil 15. dubna 1707 v Basilgji (Basal) ve Svycarsku. Jeho otec,
Paul Euler, vystudoval teologii na basilejské université a navstévoval také matematické
piednasky Jakoba Bernoulliho. Paul Euler a Johann Bernoulli jako studenti dokonce Zili
v domé¢ Jakoba Bernoulliho. Pozdéji se Paul Euler stal protestantskym pastorem a oZenil
se s Margaretou Bruckerovou, rovnéZz decerou pastora. Jgjich syn, Leonhard, se narodil
v Basilgi, ade kdyz mél asi rok, rodina se prest¢hovala do Riehenu nedaleko. Paul Euler
meél jakési matematickeé vzdélani a mohl tedy sam vzdélavat svého synai v elementérni
matematice.
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Leonhard zacal chodit do Skoly v Basilgji a béhem Skolni dochazky bydlel u své
babicky z matéiny strany. Skola, do které Leonhard chodil, bylanevalnaav ni se Euler
0 matematice mnoho nedovédel. Avsak otcav vyklad vzbudil jeho zgem o matematiku,
takZe sam zacal ¢ist matematické texty a hledat cesty k dalSimu vzdélani. Paul Euler si
piél, aby se jeho syn stal také pastorem. Proto 14lety Leonhard Euler zacal studovat na
universit¢ v Basilgii. Mél negprve ziskat vSeobecné vzdélani a pak nastoupit na
teologickou fakultu. Otcav pritel, Johann Bernoulli, pii soukromych lekcich brzy zjistil,
Ze Euler ma obrovské matematické nadani. Euler to sam popsal takto [39]:

...Brzy jsem naSel prileZitost byt predstaven slavnému profesoru Johannu
Bernoulllow ... Pravda, mel mélo casu a tak hned odmitl davat mi soukrome
hodiny. Ale dal mi mnohem cennéjsi radu, abych zacal sam studovat obtiznejsi
matematické knihy a to tak pilné, jak to jen pijde. A kdybych narazil na nejakou
obtiz nebo prekazku, Ze za nim mohu kazdé nedélni odpoledne prijit, a on mi
vysvetli vSechno, co jsem nepochopil ..."
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V roce 1723 Euler dokoncil magisterske studium ve filosofii praci, v niz srovnava a
stavi proti sob¢ filosofické idgje Newtonovy a Descartesovy. Na podzim 1723 podle
piéni svého otce zacal studium na teologické fakulté. Ale piesto, Ze po cely Zivot byl
oddanym kiestanem, nepocitoval pro teologicka studia, studium fectiny a hebrestiny
takové nadSeni, jaké vném vzbuzovala matematikaa Po piimluvach Johanna
Bernoulliho otec nakonec souhlasil, aby se Leonhard zamétil na matematiku. Jisté
v tom sehralo svou roli piételstvi otce s Johannem Bernoullim.

Euler ukongil své studium na université v Basilgji v roce 1726. Béhem svého studia
a na doporuceni Johanna Bernoulliho prostudoval mnoho matematickych praci. V roce
1726 uz byla otisténa jeho prvni kratka préace o izochronach v klidném prostredi
(spojnic mist soucasného vyskytu n¢jakého jevu nebo hodnoty). V dalSim roce, 1727,
tedy ve 20, publikoval préci o reciprokych trajektoriich a do soutéze o Velkou cenu
parizské akademie zasla préci o nejlepSim umisténi stozart na plachetnici.

Velkou cenu 1727 ziskal Bouguer, expert na vypocty lodi. Euler ziskal druhé misto,
coz byl pro tak mladého adepta krasny vysledek. Ted” ale Euler musel shéanét n¢jaké
akademické zamestnani. A kdyZz v ¢ervenci 1726 zemiel v Petrohradé Nicolaus (1)
Bernoulli a jeho misto se uvolnilo, bylo Eulerovi nabidnuto, aby tam vyucova aplikace
matematiky a mechaniky ve fyziologii. Euler to misto piijal v listopadu, ae s vyhradou,
Ze do Ruska pojede az na jare pristiho roku. Pro toto odddeni mel své duvody. Jednak
potiebova ¢as, aby nastudoval problematiku spojenou snovym mistem, jednak mél
nadgji, Ze na université¢ v Basilgi ziska misto po nedavno zemielém profesoru fyziky.
Euler tehdy napsal ¢lanek o akustice, ktery se stal klasickym, a predlozil jej na podporu
své Zadosti. O obsazeni mista v&ak rozhodl los a v Euleriv neprospéch mluvil také
nizky veék —teprve 19 let. Ale Calinger piSe [40]:

Toto rozhodnuti prineslo nakonec Eulerovi prospech, protoZe jgf donutilo, aby
odeSel zmalé zeme a dostal se na postaveni mnohem adekvatnéjSi pro jeho
skvelou vyzkumnou a technol ogickou préci.

Jakmile se Euler dovédél, Ze katedru fyziky neziska, odjel z Basileje. Ngjprve jel
lodi po Rynu, pak projel Némecko v postovnim voze do Libecku a odtud ptijel lodi do
Petrohradu 17. kvétna 1727. Do Petrohradské akademie nastoupil dva roky po jegim
zaloZzeni Katefinou 1., Zenou Petra Velikého (1672-1725). Na Zz&dost Daniela
Bernoulliho a Jakoba Hermanna byl piidélen do matematicko—fyzikani sekce akademie
misto ptvodné nabidnutého oboru fyziologie. V Petrohradé mél Euler mnoho kolegu,
kteri pro ngj vytvéreli vyjimecné priznive badatel ské prostredi.

Nikde jinde by nebyl obklopen takovou skupinou eminentnich vedci, jako byl
voblasti analyzy a geometrie jeho pribuzny Jakob Hermann nebo Daniel
Bernoulli, snimz Eulera kromé pratelstvi pojil spolecny zajem na aplikacich
matematiky, dale mnohostranny ucenec Christian Goldbach, snimz Euler
diskutoval o mnoha problémech analyzy, teorie ¢isel a dalSich.

Euler byl formané sanitarni porucik v ruském ndmornictvu 1727-1730. Nejprve
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bydlel uDaniela Bernoulliho. Ten zacd
byt v Rusku ne&tastny a predtim poprosil
Eulera, aby mu ze Svycarska privezl &g,
kavu, brandy a n¢jaké delikatesy. Euler se
1730 stal profesorem fyziky na Akademii a
protoze mu to skytalo moznost sté& se
r&dnym ¢lenem Akademie, mohl se vzda
mista v ruském namoinictvu.

Daniel Bernoulli vedl v Akademii sekci
matematiky. A kdyZz 1733 z Petrohradu
odjel zpét do Basilgje, byl to Euler, komu
bylo toto vyznamné postaveni ptidéleno.
ZlepSeni platu, které ztoho plynulo,
umoZznilo Eulerovi, aby se oZenil.

Jeho Zenou se 7. ledna 1734 stala Katharina Gsell, dcera malife z gymnézia
v Petrohradé. Katharina byla stejné jako Euler ze Svycarské rodiny. Méli celkem 13 déti,
z nichz se dospelosti dozZilo jen 5. Euler tikéval, Ze nekteré ze svych nejvyznacnéjSich
objevi udélal, kdyz choval nekteré z déti, zatimceo ostatni si hrdly kolem nich.

K Eulerovym matematickym uspéchtim se dostaneme pozdéji, ale jiz zde se zda byt
vhodné shrnout jeho vysledky v tomto obdobi jeho Zivota:

... po roce 1730 pracoval na statnich projektech tykajicich se kartografie, vyuky
vedy, magnetismu, tepelného pohonu motori, stavby strojiz a lodi... Nyni se zacalo
uskuteciiovat jadro jeho vyzkumného programu scilem wytvorit: teorii cisel,
analyzu infinitesmalnich velicin vcetne vznikajicich odvétvi, nauku o
diferencialnich rovnicich a variachim poctu, a také racionalni mechaniku. Videl
tyto oblasti jako vnit/né Uzce propojené. Teorie cisel byla Zivotne diilezita pro
zaklady analyzy. Specidlni funkce a diferencialni rovnice byly potrebné pro
racionalni mechaniku, z niz pochazely konkrétni problémy a motivace.

Publikace mnoha ¢lanka a knihy Mechanica (1736-1737), ktera obSirn¢ vyklada
Newtonovu dynamiku poprvé prostiedky matematické analyzy, zapocaly Eulerovu
cestu k veétsim matematickym dilam.

Eulerovy zdravotni problémy zacaly v roce 1735, kdy dostal vysokou horecku a
hrozila mu smrt. Nedal v3ak o tom védét ani svym rodicam ani ¢lenam rodiny
Bernoullit v Basilgji, dokud se neuzdravil. Euler fikal, Ze jeho problémy s ocima zacaly
1738, kdy byl vycerpan po dlouhé kartografické préci, a Ze do roku 1740

...zZtratil jedno oko a druhé bylo ve stejném nebezpeci.

Ale Calinger [40] st mysdli, Zze Eulerovy problémy socima jisté zacay uz diive a
pochybuje, Ze by vysoka horecka 1735 mohla byt symptomem piiliSného namahani
zraku. Dée konstatuje, Ze na Eulerové portrétu z roku 1753 to vypada, Ze levym okem
stale vidél dobie. PostiZeno bylo pravé oko, i kdyZ ani nané nebyl jesté tplné slepy.

F. KOUTNY: Leonhard EULER



22

2. LEONHARD EULER - ZIVOTNi DRAHA

Mysdli si, Ze Euler oslepl nalevé oko patrné
v disledku Sedého zé&kau, nikoli z ptiliSného
namahani zraku.

Do roku 1740, tedy jiz ve 33 letech, m¢l
Euler vysokou reputaci. Ziskal Velkou cenu
parizské akademie za roky 1738 a 1740.
V obou ptipadech se podilel na prvni cené
jesté snekym dasim. Skveéla povést mu
piinesla pozvani do Berlina, ade Euler zprvu
dava prednost pobytu v Petrohradé. Pozdgjsi
politické turbulence vSak zna¢né ztizily pobyt
cizinci v Rusku a prispély k tomu, Ze Euler
zmenil své minéni. Kdyz potom dostal dalSi
pozvani s lepsi nabidkou primo od krae
Friedricha Velkého, odjel do Berlina. Tam
L. Euler (portrét od EmanuelaHandmanna1753) Misto  Spolecnosti véd méla byt  ztizena

Akademieveéd. Z Petrohradu odjel 19. ¢ervna
1741 a do Berlinadorazil 25. cervence. V dopise jednomu priteli napsal:
Mohu s délat, co chci (v mém vyzkumu)... Kral meé nazyva svym profesorem a ja
s myslim, Ze jsem tim nej&fastnéj Sim ¢lovekem na svete.

Dokonce, i kdyz byl Euler v Berling, byla mu stdle vyplacena ¢ast jeho platu
zZRuska. Za tyto penize kupoval knihy a pristroje pro Petrohradskou akademii,
pokratoval v psani védeckych zprav pro ni a skolil mladé ruské adepty védy.

Prvnim prezidentem berlinské akademie byl po jegjim zaloZeni v roce 1744 Pierre
Louis Maupertuis (1698-1759). (Maupertuis byl z&kem Johanna Bernoulliho. Vedl expedice do
Peru a na sever skandindvského poloostrova, které méfenim délky 1° merididnu ovéily zplosténi na
polech zpasobené odstiedivym zrychlenim pii rotaci Zemé. Jako prvni publikoval princip nejmensi akce
v mechanice [27,29], uvazoval o dédi¢nosti atd. Bohuzel mezi jeho charakteristiky patii i to, ze genidlni
napady ziistaly ve stadiu rozpracovéani, nedotazeny do konce [41]).

Euler se stal reditelem matematické sekce a zastupoval Maupertuise v dobé jeho
nepiitomnosti. Oba se stali velkymi pidteli, coz doklada jegich dochovana bohata
korespondence [42,43]. Euler v Berliné odvedl nesmirny kus prace.

...dohlizel na astronomickou observator a na botanické zahrady; wvybiral
persondl; dohlizel na ruizné financni zalezitosti; a specialné ridil publikovani
ruznych kalendari a geografickych map, jgichz prodeg byl zdrojem prijnii
akademie. Kral ukladal Eulerovi praktické ukoly, jako byl r. 1749 projekt korekce
vySky hladiny v kanale Finow (mezi Odrou a Havelou)... V té dobe také dohlizel na
préaci cerpadel a pump hydraulického systému v Sans Souci — kralovské letni
rezidenci.

Tim vSak v z&dném pripadé vycet jeho povinnosti nekonci. Byl ¢lenem vyboru
akademie, ktery me¢l na starosti knihovnu a védecké publikace. M¢l dohliZet na viadni
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loterie, pojistovnictvi, anuity (spléceni pujéek s irokem), penze a délostiel ectvo. Kromé
toho v3eho jeho védecky piinos v této dobé byl fenomendni.

Béhem 25 let, které stravil v Berling, Euler napsal asi 380 ¢lanka. Kromé toho
napsal knihy o variatnim poctu, o vypoctech drah planet, o délostielectvi a balistice
(prelozil a obsahlym dodatkem doplnil knihu o balistice Benjamina Robinsona (1707-1751) [44]), O
matematické analyze, o stavbé lodi a navigaci, o pohybu M¢sice, o diferencidnim
poctu. Napsal také védeckopopularni Dopisy némecké princezné, 1768-1772, které
vydly ve tiech svazcich).

V roce 1759 zemiel Maupertuis a Euler, bez oficidniho titulu presidenta, prevzal
vedeni berlinské akademie. DrivéjSi pratelstvi a dobré vztahy vystiidala vSak neprizen
krde Friedricha a diky ni predsedou akademie jmenovan nebyl. Eulera, ktery
nesouhlasil sd Alembertem v nékterych védeckych otazkach, se velmi dotklo, kdyz
1763 bylo misto presidenta akademie nabidnuto d’ Alembertovi. | potom, co d’ Alembert
se odmitl prest¢hovat do Berlina, Friedrich nepiestal zasahovat do chodu akademie. To
Eulera donutilo k odchodu.

V roce 1766 se Euler vrétil do Petrohradu a Friedrich byl pii louc¢eni snim velmi
rozezlen. Brzy po navratu do Ruska Euler onemocnél a témet Uplné oslepl. Jeho dim
navic vyhorel (1771). Podafilo se mu zachranit jen vlastni Zivot a matematické
rukopisy. V tomtéz roce mu operovali Sedy zaka a zrak se mu na kratkou dobu vrétil.
Ale zda se, Ze Euler zanedba nutnou ochranu a Setieni zraku, takze oslepl definitivneé.
Diky fenomendni paméti byl vSak i potom schopen pokracovat ve védecké préci.
Zabyval se optikou, agebrou, pohybem M¢sice. Je UZasné, Ze po svém navratu do
Petrohradu (ve véku 59 let) navzdory Uplné ztrété zraku napsal témér polovinu
z celkového poctu svych védeckych praci.

Euler by samoziggmé nemohl vyprodukovat tolik praci bez cizi pomoci. Diktoval
svym synam Johannu Albrechtu Eulerovi, ktery pracoval ve fyzikdni sekci
Peterburgské akademie od 1766 a v roce 1769 se stal jegjim sekretarem, a Christophu
Eulerovi, ktery slouzil v armadé. Eulerovi ddle pomahai dva ¢lenové akademie, W. L.
Krafft aA. J. Lexell, arovnéz mlady matematik Nicolas von Fuss, ktery byl pozvan do
akademie v roce 1772. Fuss se stal Eulerovym zetém a 1776 jeho asistentem.

...vedci, kteri pomahali Eulerovi, nebyli jen zapisovatelé on snimi diskutoval o
obecné struktue dila a oni rozvijeli jeho népady, pocitali tabulky a nekdy
sestavovali priklady.
Euler napt. dékuje Albrechtovi, Krafftovi a Lexellovi zajejich pomoc pii psani knihy o
pohybu M¢ésice (775 stran) vydané v roce 1772. Fuss v ¢asovém rozpéti asi 7 let, béhem
nichz byl Eulerovym asistentem, pomahal Eulerovi s piipravou 250 ¢lanka a také knihy
o pojistovnictvi, kterdvyda 1776. Napsal také oslavnou ie¢ na Eulera[45].
18. zari 1783 Euler proZil dopoledne jako obwykle. Ucil matematiku jedno ze
svych vnoucat, kfidou na dvou tabulich udélal nejaké vypocty o pohybu balon:,
pak debatoval sLexellem a Fussem o tehdy nove objevené planet¢ Uran. Kolem
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paté odpoledne mu praskla céva vmozku. Nez zratil vedomi, stacil jen
povzdechnout: “ umirdm" . Vecer kolem 11. hodiny skonal.

Po Eulerové smrti Petrohradské akademie zacala vydavat Eulerovy nepublikované
pisemnosti a pokracovalav tom dalSich 50 et.

Eulerovo matematické dilo je tak
obrovské, Ze se neda v obvyklém rozpéti
¢lanku popsat. Euler byl asi nejplodnéjSim
matematikem vSech dob. Napsa kolem
880 clanka, desitky knih, tisice védeckych
sdéleni ve formé dopisa.

Posunul hranice analytické geometrie
atrigonometrie, kde jako prvni uvazoval o
sinu, kosinu atd. jako o funkcich, ne jako
0 secnach jako Ptolemaios.

Z&sadnim a novym  zpasobem
pieformuloval geometrii, infinitesimalni
pocet a teorii c¢isel. Sloucil Leibnizav
diferencidni pocet a Newtonovu metodu
fluxi do matematické analyzy. Zaved! beta
a gama funkce a integrujici faktor u
diferencidnich rovnic. Spolu s Clairautem
se zabyva teorii M¢sice, studova
mechaniku kontinua, problém tfi téles,
teorii easticity, akustiku, vinovou teorii
svétla, hydrauliku, hudbu. PolozZil zaklady
analytické mechaniky, specidné v knize Teorie pohybu tuhych téles (1765).

Eulerovi vdécime za oznateni funkce ve tvaru f(x) (1734), zavedeni symbolu e pro
zéklad ptirozeného logaritmu (1727), i = +/- 1 pro imaginarni jednotku (1777), p pro
podil obvodu a priméru kruhu, za znateni koneinych diferenci Dy, D?, ..., S pro
Kiténi atd.

Eulerovo souhrnné dilo predstavuje asi 70 svazku (v anglicting). VSichni védci,
napr. takovi velikani jako P. S. Laplace nebo C. F. Gauss, s Eulera velmi véZili ajeho
dilo bylo inspiraci pro celé generace matematiki. To jen ukazuje, jak obrovsky byl
Eulerav vliv.

L. Euler

F. KOUTNY: Leonhard EULER



25

3. EULEROVY MATEMATICKE PRACE

3. EULEROVY MATEMATICKE PRACE

3.1. TEORIE CiSEL
k
m Vyvréceni Fermatovy hypotézy o prvocisel nosti 22" +1 (1732)

Fermat vyslovil domnénku, Ze vSechna cida tvaru Fy = 22k +1, k=01, 2, ... jsou
prvocisla. Kdyz Goldbach stouto hypotézou seznamil Eulera, ten ji provéiil pro k = 0,
1, 2,3, 4. Aleuz Fs = 2% + 1 = 4 294 967 297 = 641x6 700 417. To je Euleriv vysledek
zroku 1732 (25 let), ktery Fermatovu domnénku vyvrétil [16,46]. Euler také dokazal, Ze
kazdy délitel slozeného Fermatova ¢isla ma tvar nx2™ + 1 [47]. Napt. u k = 5 mame
delitele 641 = 5x2° + 126 700 417 = 52 347x2" + 1.
Poznamka. Ztemg jsem [47] dobre nepochopil, protoZe rozklad na prvoginitele tvaru nx2™ + 1 je
trivialni. SloZzené Fermatovo ¢ido je liché, musi tedy byt souc¢inem lichych ¢isel, z nichZz kazdé da po
odecteni 1 ¢idlo délitelné 2.

Dosud dokonce 7dné vétsi Fermatovo prvocislo ne? 2'° + 1 = 65 537 nezndme, ae
je nutno zéroven fici, Ze v ovérovani délitelnosti Fx se nepodarilo dojit ani ke k = 12
[16,46].

Dnes je rozklad 2% + 1 na pogitati nebo i na kalkulasce snadny Gkol, ktery jasng
ukazuje, jak se zmenSila mezeramezi diivejsi vrcholnou védou a dnesni béznou rutinou.
Obecné to v3ak ani zdaleka neplati.

m Modularni aritmetika, kvadraticka reciprocita.
Se zbytkovymi tiidami se pochopitelné daji provadét bézné aritmetické operace, fesit
rovnice apod. Napr. je-li x° 2 (mod 7) ay® 3(mod7), jex+y®° 5(mod 7), nebot’ pak
0 X=2+mx7,y=3+nx7 a x+y=5+(m+n)x7. Pro
6 1 X°6(mod7)ay® 5(mod7),jex+y° 11 (mod7)° 4
(mod 7), jako bychom obchézeli kruh svyznacenymi 7
5 2 pozicemi (obr. 3.1).
Je prirozené napt. se ptét: jaké x spliiuje rovnici
2x+5° 3 (mod 7) ?
Obr. 3.1 —Modularni hodiny.  jde tedy o celogiselné feSeni rovnice  2x° (3-5) (mod 7),
tj. x° =1 (mod 7) © 6 (mod 7). Naobr. 3.1 se da snadno oveéiit, Ze vyjdeme-li z bodu 0 a
udélame 2x6 = 12 kroka ve sméru hodinovych ruc¢ic¢ek, dostaneme se do bodu 5.
Pridame-li dalSich 5 kroku, dostaneme se skute¢né do bodu 3.
V tomto duchu Ize pokracovat a definovat kongruenci ¥adu n s polynomem P stupné
n akoeficientem u X" nesoudélnym s modulem p,
P(X) = apX" + anaX™ + ... + atx + ap © 0 (mod p).
Diile%ita je kvadraticka kongruence zavedena rovnici x*° m (mod p), kde mje celé
apjeprvociso. Zitggmé x=x.m+np, n=0,1,2, ...
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Pro g, p cela definujme Legendreav symbol

x? © g (mod p) méa redent,

P 1
a&—qg:% -1 jestlize x2 o g (mod p) nema ieSeni,
Pg 1 O q je nésobkem p.
Zakon kvadratické reciprocity. Pro libovolna prvocislap, g > 2 plati
N (P
oPORO_ (1) 4
Ko
- . _ a0 PO_ . 2@O_ . P00 _ , ,\ox3_
Pro ilustraci: pro p=3,9=13jeg=z=1,==1 g ==(-1)"" =1,
g% gpﬂ gq;gpﬂ

_ _ 2. P0_\o_ . FPOBO_ , _ 4x6/4
SR ol £ i
_ _5. 2B_ . Fo_, @BaFo_ ., _, ;\6xi04
pro p=11,q 7Jeg7fa ’gllé ,37;‘%11.2’ 1=(-1) :
Zakon kvadratickeé reciprocity vyslovil Euler — v jiné form¢ a bez dikazu. Gauss jg
poprvé dokézal 1796, pak publikoval dalSich 5 dikazi a v jeho pozistalosti se nadly
jesté 2 dalSi [49]. Zakon kvadratické reciprocity Gauss nazyval ‘zlatou vétou' teorie
¢isel. Pouzival v3ak jinou symboliku a o reciprocité nemluvil.
Euler podal (1749) dukaz této dalSi Fermatovy hypotézy:

Jsou-li a, b prirozené nesoudélna&isla, neni a® + b? dglitelné Zadnym &islem 4n—1.

m Eulerovafunkcej (totient function), Eulerova veta (1760)

Prirozena m, n jsou soudélng, mgji-li spolecného délitele > 1. Pro m ptirozené, m > 1,
znxi j (m) — 1 pocet prirozenych ¢isel kmezi 1 a m, ktera jsou nesoudélna sm  (tj.
j (m)=1+card{k 1<k<m,knesoudélnésm}, kde card M znaci mohutnost mnoziny
M, zde tedy pocet prvka M [14]). U prvocislap jej (p) = p — 1, ade u sozenych ¢isel
muze byt j (m) podstatné mensi nez m—1; Napiiklad | (12) =1 + card{5, 7, 11} = 4.
O vlastnostech a vypocétech Eulerovy funkce se |ze doveédét vic napi. z odkazu [48].
V nésledujici tabulce je prvnich 21 hodnot j (m). Pro Uplnost se definujej (1) = 1.

m |1\2\3|4|5|6|7|8|9|1o\11|12\13|14\15|16\17|18\19|2o\21

j(m)|1‘1‘2|2|4|2|6|4|6|4‘10|4‘12|6‘8|8‘16|6‘18|8‘12

Malou Fermatovu vétu (str. 9) pro prvogisio m = p Ize psét ve tvaru n°* °1 (mod p).
Euler tuto vétu zobecnil:

Eulerova nebo zobecnéna Fermatova nebo Fermatova—Eul erova véta:

Pro prirozena nesoudélnacisaman je n'™° 1 (mod m).

Dutikaz podobny dukazu malé Fermatovy véty je napt. v [9], str. 114. Dnes se obvykle
pouzivateorie grup [11].
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Prikl ady. 10’ ) = 10° = 142 857x7 + 1.° 1 (mod 7),
211 19 = 214 =194 481 ° 1 (mod 10)
10’ @Y = 10% = 47619047619x21 + 1 = 1 (mod 21).

V teorii ¢isel existuje spousta zajimavych tvrzeni a hypotéz. Napf.
- Wilsonova véta tik& je-li p prvocido, je(p—1)! + 1° 0 (mod p).
- Goldbachova hypotéza: existuje nekonecné mnoho prvociselnych dvojcat, tj. dvojic

prvocisel, jejichz rozdil je roven 2.

Napt. (3,5), (5, 7), (11, 13), ... (107, 109), ... (4049, 4051), ...
Rika se, Ze Golbachova hypotéza pravdépodobné plati, ale zistava bez dikazu [50].
Lze v&ak ngjit i jgi dukazy [51]. Zdajsou spréavné, nevim.

- Bertrandova domnenka, dokézana P. L. Ceby3evem 1850: pro libovolné piirozené
¢ido n > 1 existuje aspon jedno prvocislo p takové, zen < p <2n [52]. To je dasi
dukaz, Ze prvocisel je nekonetné mnoho.

- Das&i Goldbachovy hypotézy: Kazdé piirozené ¢ido > 5 lze vyjédiit jako soucet 3
prvocisel. Kazdé celé sudé ¢islo > 2 je souctem 2 prvocisel (1742) [53].

- Eulerova—Lagrangeova veta: kazdé prirozené ¢islo je souctem 4 ¢tverca celych cisel.

SoustavngjSi vyklad teorie Cisel 1ze ngjit v [54], ¢esky napi. v [55] ada i literatuie, ana

webu Seznam| hledat: teorie ¢isdl.

Poznamka. Nekteri fyzici, inZzenyii a dal§i uZivatelé matematiky s mysli, Ze teorie ¢isel je samoucelna
teorie pro teorii, bez praktického uzitku (tak se snad vyslovil L. D. Landau nebo R. Feynman, ted’ nevim).
Teorie ¢isel se ale prakticky pouZiva v kryptologii, vytvéeni tajnych kodu a hesel. Zacatkem minulého
stoleti se podobné pochyboval o o uzite¢nosti teorie grup. Dnes naSla bohaté aplikace ve fyzice.

3.2 GEOMETRIE

Obr. 3.2 — Trojuhelnik,
kruznice vepsana a opsana.

Eulerovo jméno se poji stimto tvrzenim:
vzdalenost stiedu O kruznice opsané a stiedu V
kruznice vepsané témuz trojuhelniku je
d=0V = J/R(R- 2r).

Komentas (obr. 3.2). Veli¢inam R, r, d vyhovuje
nekonecny pocet trojuhelnika.  Konstrukci
jednoho ukazuje obr. 3.3a. Stiedy kruznice
opsané a vepsané umistime na svislou osu ve
vzdalenosti d. Za vrchol A zvolime jeden z
prasecika kruZznice o poloméru R stouto osou.
Strany D vychézegjici z vrcholu A jsou Usecky na
tecnach vedenych z vrcholu A k vnitini kruznici
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s polomérem r. Konstrukce tec¢en je zigima (preruSované ¢ary na obr. 2.3a). Tecny
protnou opsanou kruznici v dalSich vrcholech B a C trojuhelnika.

Oveteni rovnosti d = \/R(R- 2r) se opira o Euklidovu vétu o vysce. Sestrojime
Use¢ku o délce 2(R—r), vyznacime nani Useky dlouhé R a (R-2r) (bod D), rozpilime
ji a ze stiedu opiSeme oblouk o poloméru R—. Podle Euklidovy véty o vysce je
v=R(R- 2r) =d.

Jeste jinak. Podle dalSi Euklidovy véty (o odvésng) plati, ze ¢tverec delSi odvésny v pravodhlém
trojuhelniku nad pramérem je |2 = [2(R—r)]x R = 2R? — 2Rr. PouZijeme-li Pythagorovy véty, dostaneme
stejny vysledek: 12= R + d* = 2R? — 2R.

Bod A Ize ovSem umistit na opsané velké kruznici (s polomérem R) kamkoli atak se
zachovanim dotyku stran svnitini kruznici posunout vrcholy B, C. Pak trojuhelnik pfi
stejnych veli¢inéch d, R, r sice piestane byt rovnoramenny, ae ztrata symetrie se netyka
ani konstrukce na obr. 3.3b ani s ni spojenych tvah.

Obr. 3.3 — Konstrukce rovnoramenného trojuhelnika z prvki R, r, d.

Aby d bylo redlné ¢isdo, d > 0, musi byt
R>2r.
Této nerovnosti se nekdy tik& Eulerova nerovnost.

Slovy: pramer vepsané kruznice je mensi nebo nejwys roven polomeru opsané kruznice. V meznim
piipadé rovnostranného trojlhelnika je stied kruznice vepsané také stiedem kruznice opsané, d = 0,
teéZiste ve 2/3 spojnice od vrcholu a tato vzdaenost je rovna poloméru R kruznice opsané. Vzdéenost
t&Ziste ke strang, tedy polomér r kruznice vepsang, je zbyvajici 1/3 této spojnice. Jetedy R=2r ad=0.

Z elementarni geometrie uvedeme jeste dalSi
Eulerovu vetu. U kazdého trojuhelnika leZi stied O kruznice opsané, prusecik K vSech
kolmic spusténych z vrchold na protilehlé strany a stred V kruznice vepsané na jedné
piimce, Eulerove primce (obr. 3.4). U rovnostranného trojuhelnika primka degeneruje
do jednoho bodu. Vic je uvedeno napi. v [56,57].
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Obr. 3.4 — Eulerova primka trojuhelnika.
O --- sti'ed opsané kruznice,
V --- stied vepsané kruznice,
K --- prasecik kolmic z vrcholi.

Poznamka. O trojuhelnicich existuje spousta vét. Napr. mlady Napoleon Bonaparte ve vézeni objevil, Zze

t&zisté rovnostrannych trojlhelnika nad stranami libovolného trojuhelnika tvori rovnostranny trojdhelnik
(tzv. srdce trojuhelnika; viz http://www.jimloy.com/geometry/napoleon.htm ).

Topologické invarianty mnohosténii
MnoZina M, na niz jsou definovany linearni operace, tj. soucet prvka a nasobeni
skalarem (Cislem) je konvexni, jestliZze pro libovolné jeji dva prvky lezi cela spojnice
téchto prvki v M. Podrobngji: x,y 1T M,tI [0,1] P tx+(1t)yT M.

Eulerova veta o konvexnich mnohostenech: pocet stén s plus pocéet vrcholt v minus
pocet hran h serovna2,

s+v—-h=2
U pravidelnych (platénskych) téles:
teleso stéenys | vrcholyv | hranyh | s+ v—h
Gtyrstén (tetraedr) 4 4 6 2
osmistén (oktaedr, dvojity 4-boky jehlan) 8 6 12 2
krychle (hexaedr) 6 8 12 2
dvanéctistén pétithelnikovy (dodekaedr) 12 20 30 2
dvacetistén trojuhel nikovy (ikosaedr) 20 12 30 2
Nékolik dalich konvexnich téles (E znagi sjednoceni):
teleso stenys | vrcholyv | hranyh | s+ v—h
n-boky jehlan (nJ) n+1 n+1 2n 2
n-boky hranol (nH) n+2 2n 3n 2
dvojity n-boky jehlan (nJ*)E (nJ") (obr. 3.5a) 2n n+2 3n 2
kombinace (nJ")E (nH) E (nJ") (obr. 3.5b) 3n 2n+2 5n 2

U nekonvexnich téles rovnost s + v — h = 2 platit nemusi. Napriklad u télesa
slozeného ze dvou étyisténi s jedinym spolecnym bodem, vrcholem (obr. 3.6) je zigimé
S=2x4=8,v=2x4-1=7,h=2x6=12,tedys+v—h=3.
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Obr. 3.5 — SoZenéd konvexni télesa: (a) dvojity 7boky jehlan, (b) dvojjehlan s vioZzenym hranolem.

Obr. 3.6 — Nekonvexni téleso sloZené ze dvou konvexnich téles, ctyrrstenii, se spolecnym vrcholem.

Topologie ateorie grafii
Je zigimé, Ze pokud se télesa nebo ¢asti téles spojité deformuiji pii zachovéani vzgemné
jednoznacnosti origindu a obrazu bodu, ¢islo s + v — h se neméni, je invariantem
takové deformace. Jde o topologickou charakteristiku geometrického Gtvaru.

Je-li zobrazeni f: M® N prostéajsou-li f i inverzni zobrazeni f™: N® M spojita,
nazyvase f topologické (homeomorfni) zobrazeni [14].

S tlohou, kde jde jen o charakteristiky propojeni oblasti bez ohledu na velikost, se
setkdvame napiiklad pii navrhovani rozvodnych siti. Euler se setkal s podobnou Ulohou

ve znaméem problému mosti v Krélovci (Konigsberg) v tehdejsSim Vychodnim Prusku.
Mésto bylo pojmenovano na pocest ¢eského krale Premysla Otakara ll. (1233-1278), ktery sem 1267

ved| jednu kiizéckou vypravu [58].

Uloha zni: d& se najit trasa, ktera prochézi vdemi 7 mosty na obr. 3.7 vlevo a vede pies

kazdy most jen jednou? [59]
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ProtoZe velikosti ostrova a oblasti prilehgjicich k fece Pergole (Pregel) jsou
nepodstatné a dulezité jsou jen spojnice pevneé zeme pies mosty, da se situace znazornit
schématem naobr. 3.7 vpravo.

o ii'*-:f i 1
5 GR wy H'" ; "E'M
aw?wﬂ-o“&?'f’ FaL e ""

Obr. 3.7 — Krélovecké mosty (vievo) a jejich topol ogické schéma (vpravo).

Euler 1736 klasifikoval vsechny mozné typy graft tohoto typu a dokézal, Ze Uloha nema
feSeni. Aby mélatreSeni, musely by existovat jen 2 uzly (vrcholy), z nichZ vychazi lichy
pocet spojnic (hran). Toho by se dosahlo napt. zruSenim nékteré hrany (mostu).

Eulera |ze povaZzovat za inicidora Uvah, které pozdgji vedly ke vzniku topologie
[14] ateorie graft [60,61] jako dvou dalSich matematickych disciplin.

3.3. MATEMATICKA ANALYZA

V této oblasti, aspon v jgi klasické ¢ésti, se Eulerovo jméno vyskytuje nejcastéji. Zato
vdécime jeho snaze o systematické vybudovani diferencidiniho a integralniho poctu.
V metodice dnedni vyuky se ngjdiive narézi na problém konvergence a obecné limity.
Prislusné definice podali Bolzano a Cauchy — ale az o stoleti pozdgji. Neni proto divu,
Ze v dnednim pohledu Euler stadami zachazel obcas nekorektné. Jeho intuice jg
dovedla k zavéram, které nas i dnes pIni Uzasem a ptéme se: jak nato ten Euler mohl
prijit?

Za¢néme geometrickou radou

n+l

) =a+ax+ad+..=a(l+x+x+..)= lim a1 X
n® ¥ 1-x

Proixi <1 jevse poradku,
X = —
X 1 X
Pravd strana jako funkce x je v3ak definovana na celé reané primce, resp.

komplexni roving, svyjimkou bodu x = 1. Ale po vykroc¢eni zkruhu i xi < 1, tj. pro
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ixi 3 1, dostdvéme zard’ejici rozdily mezi céstesnymi sousty 1 + x + X2 + ... + X"
afunkci (1—X)™. Proilustraci nakolik pifkladii

y 1
X Rada Soucet —
1- x
1
3 1+3+9+27+... ¥ - =
2
- 1
-3 1-3+9-27+ ... neexistuje 2
1 1+1+1+1+... ¥ neni definovano
- 1
-1 1-1+1-1+... neexistuje E
Sam Euler pry vazné tvrdil [64], Zeprox® 1, x1 0
L+l ataxexXP+ . =0,
X X
nebot’
1 1 1 1
..+%+%+1=—, — = 1=x+¥+.. a —+-— —-1=0.
X -1 1-x -1 1-x

3.3.1. CiSLO e, EXPONENCIALA, LOGARITMUS
Cido e je zékladem exponencidni funkce a prirozenych logaritmi, je iraciondni a
transcendentni (neni korfenem Zadného polynomu s celociselnymi koeficienty, Hermite
1873), nekdy se mu tiké Eulerovo ¢islo. Oznaceni e sice zavedl Euler, ae nikoli podle
svého jména, nybrzZ proto, Ze predchozi pismena abecedy uz méla definovany vyznam
[62].
Cido

e = 2.71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 47093 69995 95749 66967 ...

mé& mnoho jedine¢nych vlastnosti [63].

_ N _ 4N Napi. mocniny e uréuji intervaly, v

k n=2< Oh= §+19 hy = gi+—llg wr y J y 1
n n- . ~ .
€ "9 © d nichz plochy mezi hyperbolou f(x) = =

1 2 2.25000000 4.00000000 X
Z g ;gg;‘gi?i 2;‘158‘2‘2223 a 0sou X jsou rovny rozdilu exponent.
4 16  2.63792850 2.80840397 Tak pr9 CelaCISlaji lv(,: 0101
5 32 2.67699013 2.76200909 dostavame zase celacisa
10 1024 2.71695573 2.71961030 ek dx K
15 32768  2.71824035 2.71832331 o0— =Inx € =k-j.
20 1048576 2.71828053 2.71828312 ej )
25 33 554 432 2.71828179 2.71828187

Predchozi tabulka naznacuje cestu k hodnoté e limitnim prechodem n® ¥ umocnin
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dn=g‘[+}2, h—gri+ 16,

e nNg n-1g
Negjprve dok&Zeme, Ze posloupnost {d,} jerostouci (3. sloupec tabulky).
Plati
1¢'< 1870 1+1+ 002+ <2+ @+ 1040 24+ @110+ 1) 2
AR AT i Ea gnn Fa K
n-k n+l-Kk
< :
n n+1
Nasobenim této nerovnosti kladnym faktorem n(n+1) totiZ dostaneme
(h—=K(+1)<(h+1-Kn,tj. n—nk+n—k<n’+n-kn, tj. k<0,
COZ jisté plati.
Odtud plyne, Zeprok>0
@Qn"‘: n(n-1)...(n- k+1) _1n- 1Kn- (k-1 < 1 n+1- 1Kn+1- (k-1
Yo kink kIl n n kI n+1 n+1

< By

Zrejmetedy
o n . n .
d,= 8K < 3 Ok < 3 0 ik 4 a1y = i1
i a Qipmyt < a G '

nebot prok=1, 2, ... je

Podobné se da dokazat, Ze posloupnost { hn} jeklesgjici, tj. hpp <h,,n=1,2, ...
K tomu, aby posloupnosti {h,} a{d,} konvergovaly ke stgjnému ¢islu, stagi, aby rozdily
jejiich ¢leni pro n® ¥ konvergovaly k nule, h,—d,® O. Dokéieme, zetomu tak je.

§+ 10 —§+n 1g 3 9

enl@e ,e_

\H
Oy
c

a7 - 16

§1+ §T

Vime, Ze {h,} je klesgjici. Proto pro n > 2 je prvni ¢initel na pravé strané < 4 (tabulka).
V hranaté zavorce je rozdil n-tych mocnin. Je tedy

ooCo

-

: m)IQ) (‘D\

D:D> ('D)|Q) ™ m\
S

QII I -I-O
o ey e ey an et

.n-1
h, —d, <4e1 am?- 1 - 10 an?- 1o 2. 10"

e

el+(g‘— § +...+§ T

A 2 =+ 2 =+ 2 =
é & n“ g gn g n“ g

1 . . . . ‘s
< 1, je sou¢et mocnin tohoto podilu v posedni hranaté zavorce<n a

n 1 ¢
_2

OO\ Cy

Ou
—U
(|
24

Protoze

0 < hy,—d, <4i n= ﬂ 3/4‘%"@@ 0.
n2 n n

Poznamka. K ¢iduejako [im (1+ %)” poprvé dospél Jakob Bernoulli 1683 v souvidlosti se slozenym
n® ¥

arokem. Je-li roni Grok p%, nasobi se vloZena sastka po prvnim roce (1+p/100), po k letech (1+p/100),
po 100/p letech (1+p/100)*®P. Nynf staci zavést n = 100/p (méli bychom uvazovat celou ¢ést 100/p atd.).

Podobng, znati-li p konstantni pravdépodobnost vyskytu néjakého jevu, je pravdépodobnost, Ze jev
pii 1/p pokusech nenastane, P(p) = (1 —p)*P aprop® Oplati (1-p)P ® e
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Euler vypocetl e na 18 desetinnych mist (1748), 1853 bylo zndmo 137 cifer, 1949 J. von Neumann

vypocetl e na2 010 cifer, v roce 2000 byla uréena zhruba miliarda a 2009 uz 200 miliard cifer e [63]
V 17. a v prvni poloving 18. stoleti se slimitami jesté nepocitalo rigorézné —

postupoval o se heuristicky. PoloZime formané [64]
¥

106
e=¢l+—=
gi ¥g
a pouzijeme binomického rozvoje
: epel )
= a ? /S
k=0 k£¥z
Pro kazdé konezné k je @i ¥E-D.(F-keD , nace?
o k! k!
_f¥ad _y avd g1
k=0 K &% g ko K ¥k oo K

I ¥exo | f X
(; k=0 k' .

= F X0 _
gi.i_ kogéé% kO Kl &¥ g

Jak snadné! To je ukazka magie ¢isel a triki snekonecnem. Takové manipulace pres
svou nekorektnost byly bohatym zdrojem inspirace a necekanych objevi [64]. Korektni

Uplng stegin¢ Ize pro Iibovol né kone¢né real né nebo komplexni x “odvodit”, Ze
k

cesta vede pies rozvoj € v Taylorovu fadu [14]

¥ k
Rozvoj € = & z se napt. v knize [65] objevuje jako stéZejni bod na samém

k=0 K
zacdtku a slouZi k definici exponencidly exp(z) = € v komplexni roving. Logaritmus
Inz
e

(ptirozeny), Inz jeinverzni funkci k exponencidle, z=
Jak se uci uz na stiedni Skole, komplexni ¢islo I1ze psat v goniometrickém tvaru
z=Rez +ilmz =iz (cosj +isnj),
kde Re zjerednacast, Im zje imaginarni ¢ast, 1 Zi je absolutni velikost, amplituda, a |
je faze nebo argument z. Tim se pocitani s komplexnimi ¢isly podstatné zjednodusi.

PoloZzime-lix=Rez y=Imz a iz =r=4/x?+y?,jesoucin 2 komplexnich ¢isdl

212, = (X + Y1) (2 +iy2) = /(€ +y2) (G +y3) (cosj 1 +i sinj 1) (cosj 2 +i sinj 2)
=ryrp[(cosj 1cosj2—sSinj 1SiNj ) +i(sSinj 1 cosj 2+ COSj 1 SiNj 2)].

Zname-li souctové vzorce pro funkce sin a cos
cos(j 1+] 2) =C0OSj 1€COSj 2—SIiNj 1SNj 2,

sin(j1+]j2)=sinj 1 coSj 2+ cosj 1SNj »,

vidime, ze
axz;==ryrp[cos(j1+j2)+isn(1+]j 2]
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Souctové vzorce plynou z rovinné transformace otoéeni kolem poc¢étku. Jak ukazal Euler, otoc¢eni o Uhel x
piislusi matice
_&CosX SnXxo

R - -
®=¢ snx cosxj

SloZené otoceni o Uhel g=a + b reprezentuje soucin transforma¢nich matic

- — gcosa sinageecosb  sinbg
R(@=R@RE®) ge-csina cosa & sinb  coshy

_ gecosacosb- sinasinb  cosasinb+sinacosb ¢ _ gecos(a+b) sin(a+b)o
&- sinacosb- cosasinb - sinasinb+cosacosby & sin@+b) cos(a +b)g

Odtud je ztgimé, Zecos (a + b) =cosa cosb —sina sinb a sin(a +b) =sina cosb + cosa sinb.

PFi nasobeni komplexnich ¢isel se tedy amplitudy nasobi a argumenty sectou.
Proj 1 =] 2 =] nabudou sou¢tove vzorce tvar
cos(2j ) =cos’j —sinfj =1-2sin%j =2cosj -1,
sin(2j)=2sinj cosj .
(Z rovnosti cos (2 ) =2 cos’j —1=1-2sinj plynou vzorce pro poloviéni thel:

cosj = 1+C025(2j ) ), snj = 1- Cozs(zj ) .

Tak jsme zvlédli ptipad 2. mocniny komplexniho ¢isla,
Z=1Zi%(cos(2j ) +isn(2)) .
Predpokladejme nyni, Ze pro n > 2 plati
Z'=1z"(cos(nj ) +isin(nj))
apocitgme
2" =2"z=17"(cos(nj ) +i sin(nj ))xiZ (cosj +isinj)
=iz ™Ycos(nj ) +isin (nj ))x(cosj +isinj)
=iz ™ (cos(nj ) cosj - sin(nj)sinj)+i(sin(nj)cosj +cos(nj)sinj)].
Podle soucétovych vzorci
2" =iz ™Y cos[(n+1)j ] +isin[(n+1)j]} .
Tim jsme Uplnou indukci zéroven dokazali Moivreovu vétu
(cosj +isinj)" =cos(nj)+isin(nj)
(Abraham de Moivre (1667-1754) [66])

Podle binomické véty je

n .
(cosj +isinj)"=cos(nj)+isin(nj)= & k%cos”‘kj isin®j

k=0
n .. n ..
_ 3 0 cod W2 ki i 8 o) K (D)2 o oK
= & 2cos ) (-1)““sn‘j +i & 2c0s™j (1) sinj .
k=0, ksudé ﬁf’ k=0, kliché @

Odtud miZzeme dostat obecnéjSi souctove vzorce
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n ..
cos(nj)= & Qcos™j (-1)“?sin%j ,
,|<suo|é§fj

snmi)= & ?QQ cos¥j ()& gnkj
k=0, kliché
Takze napt.
cos (4j ) = cos’j —6sin%j cosyj +sin’j =cosi(2j ) — sin’(2j ),
sin (4j ) = 4cos’j sinj —4cos sinj =2sin (2j ) cos (2 ),

atd.
. . . . ¥ ZK
Zvolme z=it, kdet je n¢jaké redlné ¢islo. Dosazeni do rozvoje €’ = § o da
k=0 K
. ¥ iktk n .. tk n .. tk
elt — é — é (_1)k/2 Q_ + | é (_1)(k—l)/2 Q_
k=0 K k=0, ksudé Kg K k=1 kliché gl;'ﬂ k!
2 4 6 3 5 7
:( _t_+t__t_+_._)+i(t_t_+t__t_+ )
2 4 ¢l 3 9 7

Na poslednim radku jsou v zavorkéch Taylorovy rozvoje funkci cost a sint. Tim jsme
dospéli k slavné Eulerove formuli (i kdyZ ji znal uz Johann Bernoulli ajini [5]) ,
d'=cost + isint.
Tu mnozi povazuji za nejobdivuhodngjSi matematickou relaci vibec.
Zrgmé
e''=cost — isnt,
takZe stitanim a od¢itdnim obou rovnic dostavame dulezité vyjadieni funkci sinus a
cosinus pomoci exponencidly
it | it it it

e te : e -e€
COSt:T, snt= ———,

rovnéZ pripisované Eulerovi.

Prot = p z Eulerovy formule plyne dal§i elegantni vztah
eP+1=0.
Pekné animace funkci sin a cos ve spojitosti sexponencidni funkci imaginarni
proménnéjev [67].

Pozndmka. Pravé strany poslednich rovnosti piipomingji hyperbolické funkce. A skute¢ng
cosz = cosh (i2), sinz=- sinh (i2).
Pro ryze imaginéarni hodnoty z, z = zi, z redlné, dostaneme cos (zi) = cosh (-z). To je suda funkce,
cosh (-=z) = cosh (z) 3 1, sminimem cosh (0) =1 aproz ! 0jecos(zi) > 1, cos (zi) ® +¥ pro z® +¥
(obr. 3.8).
Hodnoty sinu ryze imaginarni proménné jsou vSak ryze imaginarni atim méné zajimavé.
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i

\\ cos(iz) / |
AN
\\kﬂ

)

@

N

a)
A4

-2 =l 0 1 2
z

Obr. 3.8 — Graf funkce cos(iz) = cosh(z) pro-2<z < 2.

Vrat'me se k obecné exponencidle
exp (2 =e=w =Twi (cosj +isinj).
Da se z komplexniho ¢islaw zpétné urcit piislusné z? U redlné exponencidy, w=y, z=X,
jetosnadné: zrelacey = € (> 0) plyne x=Iny (jetotizy =exp (Iny) = exp (X) a
z jednoznacnosti exponencidly plyne Iny = x).
Rovnost € =Twi (cosj +isinj) prepiSme do tvaru (Eulerovaformule)
=" gl =gttt
Vzhledem k periodicité trigonometrickych funkci je exp (ij ) rovnéz 2p—periodicka a
exp(Iniwi +ij ) =exp(Iniwi +if +i2kp),
kde O£ f <2p, tzv. hlavni ¢ast argumentuak jecelé k=...,-1,0,1, ...
Délenim rovnosti
exp (2 =exp (Iniwi +if + 2kip)
jeli pravou stranou (piredpokladame? 0) dostaneme
exp[z—(InTwi +if +2kpi)] =1=-exp (0),
tj.
z=In(w) =InTwi +if + 2kpi .
Tim jsme definovali prirozeny logaritmus v komplexni roving. Je zigime, Ze diky ¢lenu
2kpi je logaritmus mnohoznachou funkci.

Priklady.

1

1
Ya+3i =[ V4% +3? exp(i arctan3) x exp(2kpi) ] © =55 exp[i Larctan ()]
1
=55 [cos(Larctan 3) +isin (L arctan 3)]» 1.368318679 + 0.177081711 1 .
it = [exp(Ini)]' = [exp(Iniii +i p/2 + 2kpi)]' = [exp(0) x exp(i p/2) x exp(2kip)]'
={1x & "2 x [cos (2kp) +i sin(2kp)]}' = {€"?}' = 6™* = 0.20787957635... ‘
(1+i3)°"¥ = [JV1+3 exp (i arctan/3 + 2kpi)] TV = 22040 exp [ pr3x3(1+i) 132+

= 8x8 x d"? = 8e'xd "8 & = 8e™ [cos (In8) +i sin (In 8)]x [cosp +i Sin p]
=-8¢eP[cos(In8) +i sin (In8)] » 0.1683595 —0.301946 i.
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Derivace
z+h _ .z h_ 1+h+h +h3+ -1
Lep(n) = lim &€ =¢ jim & tog iim 23
z h® 0 h h®@o h h® 0 h
h+i2+is+
=€ lim 2 3 =€ lim [1+h( +—+ Dl =
h® 0 h h® 0

Odtud ihned plyne, Ze primitivni funkcek € je € + C (kde C je libovolna konstanta):
O €dz=€"+C.

3.3.2. RADY A NEKONECNE SOUCINY

Jakmile se zatne uvaZzovat 0 nekonetnych souctech, je hned jasné, Ze k tomu, aby vySel
konecny soucet, musi ¢leny s¢itané nekonecné posloupnosti konvergovat k0. U
aternujicich rad (se stiidanim znameénka u jednotlivych ¢lent) je to z&roven podminka
postacujici [14] (Leibnizovo kritérium). U fad skladnymi ¢leny, popt. pii vySetrovani
absolutni  konvergence, se da pouzit srovnani smajorantni geometrickou tfadou
S{qg“k=0,1,2,..},0£(q<1, tedy takovou, Ze |a £ g

Je-li Jad £ o, plati pro zbytek R,

% % k n% k qn
O£R,=a lal€E a 9d=qga q-=
k=n k=n k=0 1-q

a pravou stranu lze volbou dostatecné velkénho n libovolng priblizit k 0. V takovém
piipadé fada S{ax. k = 0, 1, 2,...} absolutné¢ konverguje. Pokud Zadné takové q
neexistuje, stava se chovani fady Sax meén¢ urcité nekdy konverguje, jako napr.

¥
aternujici fada & (-1)%k = In 2 = 0.693147..., jindy diverguje jako napt.
k=1

¥
harmonickarada § LUk=¥ .
k=1

U harmonické fady se chvilku zdrzime. Predn¢ ji porovname s geometrickou fadou.

1
Podil dvou po sobg nésledujicich ¢lent je Q= |ak+1| = kai =Y geometrické
qk+1
fady je tento podil — = 0. Zvolime-li jakékoli 0 < ¢ < 1, miazeme vzdy zvolit k
q

Kk L
tak, aby Pl >, (totiz k > % napt. pro g = 1-102 je % = (1-10%) 10® = 10" — 1). Toté?

fika limitni prechod k® ¥ u posloupnosti Qi Zadna konvergentni geometricka
majorantni fada k harmonicke radé neexistuje. Srovnani s geometrickou fadou nam tedy
Zadnou informaci nepiineslo.
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y y
Chovéani fady & lay je uréeno chovanim zbytku R, = & |ax/ (soucet piedchozich
k=1 k=n+1

n

Clenit S, = & a je konetny a o ngj se zgimat nemusime). V naSem jednoduchém
k=1

piipadé k odhadu zbytku miazeme pouzit minorantni hyperbolu.

Pro libovolndcdakladndn,m, n<m je

><|><

T‘)d =In D =|n (”—ﬂﬁm—lﬁ) :In(1+%) +1In (1+L) +..+In (1+L)
n

n n n+l m-2 n+l m-1
ml A
<a T a i3-
k=n k=n+1
m .. . L.
Nerovnost In %< a %1 = Sn1— S ukazuje, Ze pro libovolné n je napr.
k=n+1

S0 — Swa| = S — S > In 2 a neni spinéna Bolzanova—Cauchyho nutna a
postacujici podminka konvergence posloupnosti c¢éstecnych soucti S, a tim i

¥
harmonickétady & % . Chovéni této rady ilustruje ndsleduyjici tabulka a obr. 3.9.
k=1

‘ 10° | 10° ‘ 10° | 10%

n
S ‘ 7.48547086 ‘ 14.39272672 ‘ 21.30048150 ‘ 28.20823678

30

25

20 ®
Sn .
15 ®

10 ®
5 L
0® ‘ ‘ ‘ ‘
0 3 6 9 12
logn

Obr. 3.9 — Castecné soucty harmonické 7ady rostou téme linedrné s dekadickym logaritmem n.

Aproximace soucti harmonické fady linearni zavislosti na logaritmu horni meze

znovu potvrzuje divergenci harmonické fady. Stejné zavéry budou platit i pro fadu
¥

z(9=a 1L,

k=1 K

kde s< 1, nebot k—ls > % Naopak pro k>1ax1 [k, k+ 1] je(obr. 3.10)
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X =

1 1
gle L

0.12

0.11

o
=

1/(x-1)

0.09

0.08

Ux, 1k, 1/(x-1)

1/x — 1k

0.07

0.06

10 11 12 13 14
k, X

Obr. 3.10 — Posloupnost { 1/k} jako schodovité funkce mezi hyperbolami 1/x a 1/(x-1).

Pros>1 (%)s =x°<lc< (ﬁ)s, takze

kS
¥ ¥ ¥ ¥ ¥
NSy = Ly s|T o1 1 S 1 p N ySoy= 1 s|¥ _ 1 _ 1
OX dX_l-_SX 1 51 £ a —SEOX dx_l-_S(X_l) —QW
n n k=n+1 n n
~ 1 . .7
Protoze L; =il L W konverguji pro n® ¥ k0, plyne odtud pro s > 1
¥
konvergence is . Nékolik numerickych priklada predvadi obr. 3.11.
k=n+1

12

[IkN
(8]

a1

logn

Obr. 3.11 — Rychlost konvergence ¢astecnych souctii pro riizné exponenty s.
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Funkci, kterou jsme oznatili podle Riemanna z(s) [68], vySetfoval pro s > 1 uz
Euler. Roku 1735 ve véku 28 let roziesil tzv. basilejsky problém [69]: ¢emu se rovna
¥
3 k_12? Nikomu pied nim, ani Bernoullium, se nepodatilo ngit odpoveéd. Eulerav
k=1
postup je podrobn¢ vyloZen v praci [70].

n S(2) Soucty sudych mocnin % se dnes zminuji v teorii funkci
10" | 1.5497677317 ) o g _ _
10| 1.6349839002 komplexni proménné jako priklad aplikace rozvoje funkce
10° | 1.6439345667 cotz=cosz/sinz v Taylorovu (¢i Laurentovu) fadu areziduove
10*| 1.6448340718 véty [71, 72,14]. Euler vSak byl mistr manipulaci s fadami a
10° | 1.6449240669 del3im postupem [70] dospél k vysledku, Ze
10°| 1.6449330668 v
107 | 1.6449339668 2(2)= 3 5 =P’ =1.644934 066 848...
10° | 1.6449340568 k=1 6
10°| 1.6449340658 Pozdgji ukazal, ze
10%° | 1.6449340666

_ & a1 _p*_
2(4)= 4 L =P =1082323233711...
k=1 90

2
a obecné¢ pro sudacisla z(2n) = [Ban| pz—n , kde By, jsou Bernoulliho ¢isla (= koeficienty
(2n)!

Qo

n
. z z Bok _ok z - +16p — v - _
rozvoje 1 1- 5+ _(2k)!22 ). Déeplati a K EBk—0[72], coZ po zadani By = 1

k= k=0
umoziuje snadné rekurentni pocitani B, na pogcitaci. Tabulka By je na str. 51. Dalsi informace a seznam
B ve tvaru zlomki (podili celych ¢isel) prok =1, ..., 20 jsou v [73]).

Je ovdem jasné, Ze srostoucim s rychlost konvergence fad z(s) roste, takze
numericky vypocet hodnoty funkce z napk. pri presnosti 10 pak nevyZaduje velkan:
pros=6 stasi n = 10% pro s= 8 stati n = 100 atd.

S

Obr. 3.12 — Prubeh funkce z(s) prorealna s, s> 1.

F. KOUTNY: Leonhard EULER



42

3. EULEROVY MATEMATICKE PRACE

Aproximace posloupnosti {+} funkci 1 vede prirozen k otézce tykajici se

¥
velikosti rozdilumezi 3§ L a ¢ < dx Disledkem dfive uvedené nerovnosti
k=1 1
lpglgp 1
X £ k £ x-1

platné naintervalech [k, k+1] jefakt, Ze ¢ida

1_
K Inn
1 1

jsou kladna a vytvérgji klesgjici posloupnost. To ilustruje ndsledujici tabulka.

Ch=

x|

n
_(‘) %dx:
1

I QoS
T Qos

N

n n
a % a % —Inn
logn k=1 k=1

1 2.9289682540 0.6263831610

2 5.1873775176  0.5822073316

3 7.4854708606 0.5777155816

4 9.7876060360 0.5772656640

5 12.0901461299 0.5772206649

6 14.3927267229 0.5772161649

7 16.6953113659 0.5772157149

8 18.9978964139 0.5772156699

9  21.3004815023 0.5772156654

10 23.6030665949 0.5772156650

11 259056516878 0.5772156649

12 28.2082367808 0.5772156649

Dale z nerovnosti
osd-ted -1
plyne
k+1 k+1
Of E (£ —L1)dx=1 —[In(k+1)—InK £ ? (L - 1) dx

=[Ink=In(k-1)] —[In(k+ 1) —InkK]
a stitanim dostaneme
Of£c= 3§
k=2
Posloupnost { ¢} je tedy shorai zdola omezend, je klesgjici a matedy konecnou limitu.
Euler ji znatil C a vruskeé literatuie toto oznaceni zastalo dodnes, ae v zépadni
literatuie se vzhledem k souvidlosti sfunkci G tato Eulerova konstanta zacala znacit
(podle Mascheroniho) g[74], feckého ekvivalentu c. Euler 1734 uré¢il g na 5 desetinnych
mist, 1736 na 15 mist, Gauss 1811 na 22 mist atd. Dnes je konstanta g zndma na desitky
miliard cifer [75]. Iracionalitu g dokazuje prace [76]. Zde je prvnich 60 cifer g[77]:
g= 0.57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 59335 93992 35988 05767...

L _Inn£ln2-In1-1

nl <n2.
k n
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Kazdé prirozené ¢islo n |ze jednoznacné rozlozit na prvocinitele,
- m
n=pt.px,

kde k3 1, pp < ... < px jsou prvocida a my, ..., mg 3 1 (to je tzv. zakladni véta
aritmetiky, kterou explicitné vyslovil, dokazal a 1801 publikoval C. F. Gauss [16]).

Napi. vSechny nésobky ¢isel 2, 3, 5 magji tvar 2™ 3™ 5™ a dostaneme je

nasobenim posloupnosti
{1,2,2%,2%..} x{1,3,3,3...} x{1,55,5°...} ={1, 2,3, 22, 5, 2x3, 2% 32 2x5, ...}.
Dostali jsme vSechna ¢isla< 7 a 7 je prvni prvocisio > 5. Pribereme-li 7 do souc¢inu

2™ 3™ " 5™ 7™ dostaneme sek 11. TotéZ plati pro kazdé dal&i prvogislo.
Eulerovi napadlo vyuzit rozvoje
1 —_ 1 112 — —1 —2
1_7 —1+6 + (B) +...=1+p +p+...,
p
pro prvocislo p k vytvoreni harmonické rady. Napr.

(1+21+2%)x(1+3Hx(1+5%

- 1414214141 1414141 41,1
=[1+ ststgtst E] +[1—0+ﬁ+1—5+2—0+%+@]
atd.
Harmonické fada vznikne nasobenim faktori i kde px je prvocidlo, k=1, 2, ...
P
Kdyby K < ¥, byl by souc¢in
K 1 1
Pc=0 =
ke -1 K
- Pk Ol1- L
k=1 P

¥
konetny. ProtoZe véak 3§ % = +¥, musi byt i pocet prvocisel K = +¥.
n=1

Z divergence Px ® +¥ plyne rovnost KI|® rr; o o

b 3)=0 ey & (1 2)=0
1 k=1

T O

¥
Z vlastnosti nekonesnych soucini déle plyne, Ze fada kladnych ¢isel § pik nemuze
k=1

¥

konvergovat ajetedy § pik = +¥. Tojedasi vyznamny Euleriv poznatek. Tedy pies
k=1

znané roziedéni pocétu stitanci (pro velka n je pocet N(n) prvocisel menSich nez

prirozené ¢islo n priblizné ﬁ [16]) dostaneme zase divergentni fadu.

n
Poznamka. Posloupnost ¢astesnych sousti P, = & ik roste stejné rychle jako In(In n),
k=1
P,—In(inn)) ® 0.26...
(vicjev [78]).

F. KOUTNY: Leonhard EULER



44

3. EULEROVY MATEMATICKE PRACE

3.3.3. VYPOCET INTEGRALU

Z Eulerovych knih o diferencianim a integralnim poctu cerpaji latku i dnedni ucebnice
— Casto beze zminky o jejich pavodnim autorovi, nebot” vécny obsah vyplyva prirozeng
z kontextu [79]. Prikladem mohou byt substituce v integralech, jgjichz realny integrand

je raciondini funkce odmocniny z kvadratického trojélenu +ax? +bx+c. Eulerovy
substituce zavadgji novou proménnou u podle nasledujici tabulky [80]:

Podminka Substituce

a>0 Vax? +bx+c = u—+/ax
c>0 Jax? +bx+c =ux+ ¢
ax + bx+ ¢ = a (xxX)(XxX), X! X, redné Vax? +bx+c = u (X—Xy)

Poznamka. Dnedni vyuka matematické analyzy je pochopitelné obsaznéjsi ale také strucnéjsi nez v 18.
stoleti. ZmensSil se prostor pro intuitivni chapani a zvétSil se diraz na presnost, na pochopeni a logické
manipulace sdasledky definic a podminek. ReSeni konkrétnich Uloh se prenechéava vlastni iniciativé
poslucha¢i v dopliujicich cvigenich.

Snaha zvladnout integraci stéle Sirsiho okruhu funkci vedla Eulera k vypoctu mnoha
nevlastnich integralti zpasoby, které dnes napi.demonstruji limitni prechod a derivovani
podle parametru v teorii integrdu nebo pouziti Cauchyho véty v teorii funkci komplexni
proménné [14,65, 72,80,81]. Jako Eulerovy integraly se oznacuji integraly

¥\ xa1 ¥\ xa- 1. Xb-l
(?1+X dx = snap PO O<a<i, g) Tx  X= tanap ~ tanbp PO O<ab<l

adal&i. Podrobné vypocty téchto integrdt |ze ngjit napt. v [80].

Zde si ukazme kostru stanoveni jiného Eulerem vypocteného integralu,

¥ .
I(a) = 05 dx proa>0.
0

Integrd 1(a) je neabsolutné konvergentni (a jako Lebesguetv integral [14] neexistuje).
Nésobenim integrandu konvergencnim faktorem ™, b > 0, vytvorime integrél
¥
_ s bxg
I(a, b) = (c))e SE& dx

¥
s jehoZ existenci neni Zadny problém, nebot [ S0 | £ e™a  ge’ bX gy = L. Funkce

0

ﬂl(e' bx S‘”Xax) = e ™ cosax jeintegrovatelna ( |e” ™ cosax| £ e ™), takze
a

podle véty o derivovani integrdu podle parametru [14,80,81]
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TI ¥\ TI - bX sinax ¥\ - bx b
— I(a, b) = — (e ")) dx = e “"cosaxdx =
fla @b) g‘ﬂa( x ) (()) a2 +p2

(integrace per partes nebo [80-82]).
Proto

b
a’ +b?

0 ik I(a, b)da= QO da=arctan 2.
fla b

¥ .
n
sinax

Integrd (@)= 0~
0

dostaneme z I(a, b) limitnim piechodem b® 0+,

(&= lim I b)= lim arctan 2.
b® 0+ b® 0+ b
Proa >0 jel(a) konstanta nezavisdnaa. Speciané tedy pro a=1je
¥ B
X SN X B

I(1)= O~ dx=
0 2

Integrél 1(1) poprvé korektné vypocetl N. |. Lobacevskij (1792-1856) [80].

3.3.4. FUNKCE BETA A GAMMA.
Pod Eulerovymi integrdly se obvykle rozumi jing, dulezitéjsi integrdy — funkce GaB:
¥

3= e'tohdt,s>0 — Euleriv integrd 2. druhu, gamma funkce
0

1
B(p,a) = otP (1-t) dt,p,g>0 — Euleriv integrd 1. druhu, beta funkce
0

Tyto funkce mai mnoho zagimavych vlastnosti, proto v ucebnicich zpravidla
zabirgji celou kapitolu. Zde pochopitelné miuzeme odkazat jen naliteraturu [80,81] nebo
internet a ukazat jen neékolik vlastnosti.

Funkce G
Funkce Gje duleZitéjsi, proto ji uvadime jako prvni. Integraci per partes dostaneme

¥ ¥ ¥
A9= o et at=—e't! lo +(s-1) ¢ e't>2dt=(s—1) Gs—1).
0 0

Ziejmé G(l)zi‘)e‘tdtzl, G2)=2-1)GY=1 G3)=(3-1)G2) =2x1=2
0

apro prirozenénjetedy G(n) = (n—1)!, resp. n! = G(n+1). Funkce G tedy predstavuje
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zobecnéni faktoridlu, o némz premitali Christian Goldbach a Daniel Bernoulli. Euler
uvazova sjako redné ¢islo razné od 0 a zapornych celych ¢isel. Ale, jak uvidime za
chvili, defini¢ni obor G se da rozsitit na komplexni rovinu C, z niZ jsou vynata zaporna
celacidaaO, tedy naC —{0,-1, -2, ...}.

Z hlediska numerickych vypoéta pro redné s staci aproximovat funkci G kvalitnim
polynomem na intervalu [1, 2]. Znalost (s) pro s z intervalu [1, 2] a vlastnost ((s) =
(s — 1) Gs — 1) umoznuje ziskat hodnotu G pro svné tohoto intervalu, tedy pro
sT (=¥, +¥)—-{0, -1, -2, ...}. V EXCELu ziskdme hodnotu G(s) pro kladné s ptimo
jako exp(gammaln(s)). Pro -1 < s < 0 pouzijeme rovnosti G(s) = Gst+l)/s, pro
—N<s<-ntl,n=2 3,.. hodnoty Gpro argument o jednotku vétsi. Napf.

G- 2.5) = G(-L5)/(- 2.5) = G=0.5)/[(- 2.5) (- 1.5)] = G0.5)/[(- 2.5) (- 1.5) (-0.5)] .
Graf funkce ((s) pro realné sje naobr. 3.13.
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Obr. 3.13 — Graf funkce Gv okoli pocéatku.

Obr. 3.13 ukazuje, Ze funkce G pro vétSi kladna velmi rychle roste. Velkych
absolutnich hodnot nabyva také v okoli 0 a v okoli zapornych celych ¢isel. Prevracena
hodnota, G™(s), se v&k chové krotce apro s = 0, -1, =2, ... |ze definovat G*(s) = 0.
Proto se pro komplexni z nékdy vychézi z definice prevracené hodnoty funkce G
pomoci nekonecnych soucinua [71,72]:
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Euler:

., Eulerova konstanta.

, g=0.5772..

D\3ID

-Z
Je't

z
n

¥4 ,
2% & gl+
n=1

1.
X2)

Welerstrass:

e

Obr. 3.14 — Absolutni hodnota funkce G(z) pro komplexni z v okoli pocéatku [86].
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Funkce G ma mnoho dalSich zgjimavych vlastnosti, ale nezbyva, nez odkazat na
literaturu ainternet. Zde uvedeme jen dveé:
(i) Vypocet hodnoty

1 ! x, 371 ¥e'x
=)= pe "x2 dx = &= dx
A2)= ¢ 5V

Substituci  x =t (t(x) = Jx, tj. meze t(0) = O, t(¥) = ¥, dx = 2t dt ) pigde
v Eulerav—Poissonav integral [81] (dnes znamy jako Laplacetv integrd F)
¥ 2 ¥ 2
G1)= pS—2tdt =296 dt = p,
0 0
jehoz vypocet je uveden napi. v [14]. Tato hodnota se uplatiuje u ¢asto uzivanych

rozdéleni pravdépodobnosti [84,85]. Dostaneme ji okamzité¢ dosazenim z = % do

vzorce (2) J(1-2) =— P_
sin pz
(ii) Stirlingav odhad G(1 + s) provelkdas>0
¥ As
Gl+9) =y €'t°dt »s’e® y/2ps [81], resp. € +/2ps e?s (0<qs< 1) [80].
0

Pro s=n (celé, kladné) [84,85]

An
G1+n) =n!»n"e" +/2pn e,

Funkce B (beta)
¢ili Eulerav integrd 1. druhu je funkce dvou proménnych p, g >0

1
B(p, o) = ¢t (1-0T dt.
0
Substituci t =1 —x se snadno dokaze symetrie B(p, q) = B(q, p).
Veta. Pro p, q > 0 plati

_ C(p) C(a)
B(p, a) = :
G(p+q)
Duikaz (podle C. G. J. Jacobiho (1804 —1851) [81]). VySetiujme soucin

¥ ¥
Gp) Ga)= o e x"Hdxx ¢ €’y*dy.
0 0

Sougin obou integrandd €Y x P* y ¥ je funkce integrovatelna v 1. kvadrantu
(O, ¥)x(O, ¥), takze podle Fubiniho véty [14,81]

AP Q= @ e IxyTdxdy.
(0¥) (0¥)

Ozna&me G = (0, ¥)x(0, 1) ={(u, v): uT (0, ¥), vi (0, 1)}. Vzgemné jednoznainé a
regularni zobrazeni G na (0, ¥)x(0, ¥) [14,81],
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e E0"e Fen=Bin=E
Xty @

yuv)g & uv &v(x.Y) g
méjakobian 3= JXY) _ 1=V - Ul podie vety o substituc [14,81] je
f(u,v) v.ou
QPG = @ eIxyTdxdy= @ € [u-v)]"" [w] I dudv
(0¥) (0¥) G
¥ 1 ¥ 1
=00 e'uPuT™u. V)P vPdudv=g o e uP Tt (1) P vt du dv.
00 00
Podle Fubiniho véty je posledni integral roven
¥ 1
o €'uPdu ¢ (1) v dv = Gp+ ) B(q, p).
0 0
_ C(p)C(9) _
Tedy B(a,p) = = ——=B(p a).
G(p+0)

Funkce beta je vhodna pro aplikace ve statistice, kde je jasné, Ze nahodna proménna
je spojité a nabyvéa hodnost z néjakého konecného intervalu. Mezi takové veliciny patii
pevnost materialu, pevnost vléken, dratt a lan, vySka nebo obvod kmene stromu
vysazenych prakticky soucasné na lesnim pozemku, spotieba energie, vody (obr. 3.15),
nakupy, trzby, charakteristiky poruch uniformity pneumatik atd. Nekteré aplikace byly
piedvedeny v piednéSce [12] a v dalsi praci [87]. Tam se také fika, Ze normdni
rozdéleni se pouziva obvykle neodivodnéng, bez ovérovani a prosté jen proto, Ze je to
obvyklé a matematika kolem n¢j je duikladné zpracovéana a zpristupnéna

B—rozdéleni (beta rozdéleni) ma distribucni funkci [87]
X-by
Gby+hy+2) b
F(x, b) = 4 O t>@- )™ dt,
Gz +1) Gb, +1)
kde b = (Xmin: Xmeo @, b)" je vektor parametri. Ten se najde minimalizaci nasledujici funkce sestavené z
vypoctenych np; aempirickych n; ¢etnosti pro interval [x;, Xi+1)
X2(b) = g (n; - np;)?
i=1 np
genetickym algoritmem (p; = F(x.1, b) —F(x;, b)) [12,87].
Stejné tak N—rozdgleni (normalni rozdéleni) ma distribu¢ni funkci

X

Foxby=__ 1

exp (-& 0)Olt
\/Z_pbz . O

avektor parametri se najde podobné.
U piikladu z obr. 3.15 nelze B-rozdéleni s vektorem parametri b = (8.4, 64.26, 2.6875, 15.24876)" na
hlading vyznamnosti 5% zamitnout [17], protoze
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X3(b) =3.92540 < Cqs(5) » 11.07050,
kdeZto u normélniho rozdgleni s minimalizujicim vektorem b = (m, s) = (18.59096, 5.05918)" je
X3(b) = 29.43573 > Cy 5 (7) » 14.06714,
takZe normalita se musi zamitnout.

80
Getnost | Empirické éetnosti |

70
. . | B-rozdéleni |

60 -
50

) /

30 4

20

10 4

0 : : : :
5 10 15 20 25 30
Spotfeba X, dm?

Obr. 3.15 — Distribuce denni spot/eby vody za 1 rok podle Gdajz: na jednom vodomeru.

3.3.5. EULEROVA-MACLAURINOVA FORMULE
Vyjdeme z problému numerické integrace dostatecné hladké funkce f naintervalu [a, b].

Tento interval rozdélime na n stginych intervala délky h = £-a. Z numerické
matematiky je dobie znama prvni aproximace integralu pomoci spojité po ¢astech
linearni funkce (splajnu) [3], tzv. trapezova (lichobéznikova) formule:

b n-1
O f(X) dx » h h[f(a)+2 & f(a+ kh) +f(b)]
a 2 k=1
Jedna idea zpresnéni vypoctu integrdlu spociva ve vyuziti vysSich derivaci funkce
zapojenych prostiednictvim Bernoulliho polynoma [80,81,89,90]. Zde uvedeme jen
vyslednou algoritmickou Eulerovu—M aclaurinovu formuli:

b h U m  ph (2k-1) (2k-1)
O f()dx=—[f(a) +2a f(a+kh)+f(b)]-a | Bok[f*““(b) —f*“(a)] + Rn,
o 2 k=1 k=1 (2K)!
kde 2m je zvoleny maxima ni stupen Bernoulliho polynomii a Ry, je zbytek
b Boms2 f@™2 b 0 1
= + - <g<l
Rm (2m+2)] 2m+2 (a+q(b-a)), q

K aplikaci Eulerovy—Maclaurinovy formule potiebujeme tedy jen Bernoulliho ¢isla
a funkéni hodnoty lichych derivaci funkce f. O vypoctu Bernoulliho ¢isel jsme se
zminili uz v odst. 3.3.2. Pro Uplnost: Bx.+1 = 0 pro k> 0. Dal§i jsou v nasledujici tabulce.
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n | B, 2
0 11 Priklad 1. Odhadnéme integrd | = ¢ exp(——) dx. Zvolme n =
1 | -2 °
2 | 4, 1j. h = 0.5. Funkéni hodnoty a hodnoty 1., 3. a5. derivace jsou:
4 | =130 X f(x) f(X) 77 (X) O (x)
6 | V42 0 1 0 0 0
8 ~1/30 0.5 0.882496903

1 0.60653066
10 | 5/6 15 0.324652467
12 | -691/2730 2 0.135335283 -0.270670566 -0.812011699  1.894693965
14 | 7/6 Cleny 1.190673836 0.00563897 -7.04871E-05 _ -9.78988E-07
16 | —3617/510 Aprox. A 1.190673836 1.196312806 1.196242319 1.19624134
18 | 43867/798 Podle Eulerovy-Maclaurinovy formule vychézi As = 1.19624, ale
20 | -177611/330 z hodnot pravdépodobnostniho (Laplaceova) integrdu (EXCEL)
22 | 854513/138 vychazi 1 = (2p)Y2 [F(2) — F(0)] = 1.1962880. Ani dalf

Prvni Bernoulliho ¢isa  gproximace nenaznacduiji zlepZeni. To je vyzvak opatrnosti [90].

¥
Priklad 2. Protadu z(3) = & K se analytické vyjadieni (na rozdil od z(2k) = cx p*
k=1

pro sudé argumenty z ) dosud nepodatilo ngjit. Ur¢it hodnotu z(3) = 1.202056903159...
numericky vSak necini potiZe, nebot tato rada konverguje dost rychle.
Eulerovu—Maclaurinovu formuli |ze upravit pro vypocty odhadt soucti fad

QfQHM—ZKwW——U@+«w+§ e Balf®() -1 (a)] + Ry
k=1 o (2K)!

U konvergentni rady musi funkce f spolu s derivacemi vymizet pii X ® ¥.

¥ .
Utady & K2 polozmef(x) =x3 h=1,b=¥ takzefP®¥) = 0. Dgme tomu, Ze

k=1
4
vypoiteme soudet prvnich 4 cleni 4, = & k™ = 1.177662037. Pro zbytek fady pak
k=1
dostaneme odhad
§ 1 »oﬂwm+f“) 5 N _p, 1
k=o (5+K)° 2 k=1 (2K)!
1 1 m  ph g
CR L — -4 —— By f@*N5).
2°°25 27125 4 (2k)!
m
20024- & B, @)
k=1 (2K)!

Derivace funkce X se pogitaji snadno:
/(x) = f D(x) = 3x* = —(2+1) f(x) x*
f°(x) = f A(x) = (2+2) f D(x) x*

F. KOUTNY: Leonhard EULER



52

3. EULEROVY MATEMATICKE PRACE

f 6 D(x) = «(2+k+2) £ O () x*
2k

a Bernoulliho &fsla jsou v predchozi tabulce, takZe vypocty %sz f *(5) 1ze

pohoding udélat v EXCELuU. Nésleduje tabulka vysledkt spouZitim indexa j a k.

¥ m
V poslednim sloupci jsou odhady & K= =1.177662037 + 0.024— & ax.

k=1 k=1

j f9(5) Bad(2K)! a Odhad

0 0.008

1 -0.0048

2 0.00384| 0.083333333 -0.0004  1.202062037
3 -0.00384

4 0.004608 | -0.001388889 5.33333E-06 1.202056704
5 -0.0064512

6 0.01032192 3.30688E-05  -2.13333E-07 1.202056917
7  -0.018579456

8 -8.2672E-07 1.536E-08 1.202056902

Je vidét, Ze pii troSe Stésti dostaneme dobré odhady. Neni ale jisté, Ze odhady
konverguji, aje zklamanim, kdyZ se po vynalozZeni Usili na vypocty zjisti, Ze stitanci ayx
konverguji k nule pomalu nebo se od ni zacingji vzdalovat [90]. Na dnesni vkus nam
takové vypocéty pripadaji ponékud neurcité nebo dozité. Nicméné Eulerova
Maclaurinova metoda stéle patii mezi jednu z metod s¢itani velkého poctu scitanci
jednotného typu (napr. 100 patych mocnin po sobé jdoucich ¢leni aritmetické
posloupnosti ¢isel) nebo nekonecnych rad.

3.4. DIFERENCIALNI GEOMETRIE

S&m nézev naznatuje, Ze jde o piechod od konec¢nych objektti bézné geometrie
k manipulaci s nekonecné malymi objekty uskutecnény pomoci diferencidlniho poctu
[14,16,91]. Je pochopitelné, Ze o geometrickych aplikacich infinitesimdnich metod
uvazovai uz matematici pred Eulerem. Napr. 1731 vy3a kniha A. C. Clarauta o
kiivkéch s dvoji kiivosti, tj. prostorovych krivkach.

Euler pie3d k analyze ploch, tj. spojitého, popr. hladkého, zobrazeni rovinné oblasti
(intervalu) do prostoru: (u, v) = u a x = (x(u, v), y(u, v), zZ(u, v)). Ktivost plochy se
véZe skrivkami na hladké ploSe. Kiivky vytaté rovinami prochézejicimi spolecnou
normaou v bodé plochy obecné méni kiivost k v tomto bodé. Ta nabyva maxima a
minima ve dvou vzgemn¢ ortogondnich norméovych rovinach, které v tecné roving
k ploSe ur¢uji tzv. hlavni sméry. To byva u nekterych ploch, napi. rotacnich, zigime.
Eulerovou veétou v diferencidni geometrii se rozumi tvrzeni vyjédiené rovnosti

K(Q) = Krmex COS?q + Kprin SIN% q
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kde g je Uhel zvolené normdové roviny snormaovou rovinou piislusnou maximalni
kiivosti.

V diferencidni  geometrii  (napf.
[91,92]) se Eulerova véta dokazuje na
z&ladé 1. a 2. kvadraticke formy plochy.
Zde se omezime jen navysvétleni.

Obr. 3.16 ukazuje pro jednoduchost
kiivku na vécové ploSe. Polomeér
kruhové podstavy je a. NaploSe je zvolen
bod A a jim je uréena normda n a
normaova rovina p, ktera protina

0 vacovou plochu v kruznici o poloméru a.
Ta je zaroven kiivkou na valcové plose s
cos® maximéni kiivosti (Ya). Techou a

normalou v bodé A je uréena rovina pq,
ktera svira srovinou p Uhel g. Rovina pq
protind valcovou plochu veéipse s
poloosami a/cos q a a Tato dipsa
aproximuje kiivku v okoli bodu A ajak

Obr. 3.16 — Krivka na valcové ploge.

znamo, jeji polomér kiivosti v tomto bodg je

R, = (W‘Zq)z __a

a cos? q '
Tojezaroven polomér kiivosti oskulaéni kruznice kiivky v bodé A. Plati tedy

U vacové plochy je minimalni kiivost (kiivost povrchovych piimek) knin = O a tedy
Eulerovarovnice plati.

V obecném piipadé bychom museli dokazat, Ze sméry maximani a minimani
kiivosti v bodé¢ jsou ortogonalni a pak pouZzit kiivosti oskulacnich kruznic.

V Eulerové dobé byla diferencidni geometrie spojena svySetfovanim hladkych
ploch ve 3D typu z = f(x, y), kde f ma derivace dostatecné vysokého fadu. Obecna
geometricka témata se teprve zacinala formovat a az po nékolika dalSich desetiletich
mohly vzniknout autonomni discipliny geometrie s vlastnimi metodami a aparatem.

3.5. DIFERENCIALNI ROVNICE

V diferencidni geometrii jsou vztahy mezi velicinami vyjédieny diferencidnimi
rovnicemi a je jasné, Ze mnoho diferencidnich rovnic ma geometricky nebo fyzikani
pavod. Téma diferencid nich rovnic omezime jen na nékteré Eulerovy prispévky.
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Eulerova diferencialni rovnice matvar
Xny(n) + alXn—ly(n—l) + .+ an—lxy, + any=0,
kde x je nezavisle proménng, y je hledana funkce x. Je to specidni pripad obycejné
linedrni diferencidni rovnice, kter4 se substituci x = € da prevést na rovnici
s konstantnimi koeficienty [93,94].
Priklad. Rovnice
Xy +2xy +y=0
piejde substituci x = €

,_dy1l 4 ady
[y=—25 =e' =,
dtd—>t< dt
.. 4+ d 4 dy g dy d? y = dy
—gt Lt Y _et_et_+et — uay
y o ( Olt) ( m —)= (OIt )]
do tvaru
2 2
eZt _ZT(_ dy) 2e it dy y_ﬂ y dy _M ﬂ y 0.
dt dt? dt dt dt? ot

Posledni rovnice je linearni s konstantnimi koeficienty. Jegji feSeni y jako funkce t se
najde standardnim zptasobem (pomoci charakteristické rovnice [93,94]). Pak se inverzni
substituci  t=1Inx najde feSeni y(x)).

V naSem pripadé mé charakteristickarovnice a’l+a+1=0 komplexni koteny a;,= —% @azxi J§).

Obecné eSeni diferencidni rovnice s nezavisle proménnout je

t
YO = A et + A e?2 kdeAl A +i A, A2—A21+|A22avsechnaA,k i,j=1,2jsouredna
Oditud redlné feSeni paivodni Eulerovy rovnice jako funkce x (x = €, tj. t = In )
. a; Inx . a, Inx
y(X) =Re{(Au+iAp) et +(AntiAne t T}

= Ref{ (Aus + i Au) ©Xp(-3 (1+13)INX) + (Ao + i A) eXp(=3 (1-113) I}
= Re{ (Au1 +1 Au) exp(—31n) exp(i 2 INX) + (Aos +1 A) exp(=31n ) exp(=i ) In )}

= - Rel(Au+i An) (cos (2 1nx) +i sin(32 1)) (A +i Az) (cos (2 1n%) i (%2 In X))}

= ﬁ [(Awu + Ax) (COS(@ INX) + (A2 =i Arp) Sin(@'” X)]

=+ [Cacos (2 1nx) + C,sin(2 Inx).

Tento piiklad naznatuje, Ze ieSeni diferencidnich rovnic muze byt pracné a pii
dlouhém pocitani se riziko vyskytu chyby samozigimé zvy3suje. Proto se uz od davnych
dob pouzivalo raznych odhadi a pribliznych metod feSeni. Dnes je k dispozici mnoho
algoritmii pro numerické ieSeni obycejnych i parcidnich diferencidnich rovnic na
pocitaci [3,89,90,95]. Jgich vyklad obvykle zacina nejjednodusSi Eulerovou metodou
konecnych diferenci (viz dae Postup), popt. jejimi modifikacemi.
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Obr. 3.17 ukazuje reSeni diferenciani rovnice
Xy +2xy +y=0
spocaecnimi podminkami  y(1) =0, y' (1) = 0.2 apiiblizné teSeni ziskané Eulerovou
metodou s krokem h = 0.1.

0.12

0.10

0.08

0.06

0.04 %
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]
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-0.02

X%lDerivace vV (X)

Obr. 3.17 — Srovnani priblizného eSeni Eulerovou metodou s hrubym krokem h = 0.1 s presnym 7eSenim.

Postup. Rovnice 2. i&du se nahradi vektorovou rovnici (systémem dvou rovnic 1. fadu)

_ayfo_ & .02, 2 a@hxy)e

=¢S5 = D £(x,
B0 g (2o s kg Y

aiterace skrokem h = xi.1 — X , yi = y(X) atd. je vyjadienarovnosti yi.1 =i + f(x, yi) h,
tj. ve doZkach

) vih ) V- Yii *Y2ih 6
Pind= NN Qe g i 2o Vai\, +.
Yty SyS+ 06, Y, yOhg oY gy&iﬂfz; éyZ,i - (T’I+x_;)h+

i . o

PribliZzné reSeni skrokem h = 0.01 je uz graficky nerozliSitelné od presného reSeni.
Presné reSeni se ziska z pocate¢nich podminek a obecného feseni
¥ = [Cicos (L 1InX) + Cosin(22In X)),

tedypro C;=0 a C,= 0.2/4/3.

Eulerova metoda obvykle poskytuje prvni hrubou informaci o eSeni a méa tedy spis
kvalitativni charakter. Jak jiZ bylo feceno, v praxi se obvykle pro numerické feSeni
pouzivaji presnéjsi ale také sloZitéjSi metody.
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Eulerovi se rovnéz prisuzuje pouziti Taylorova rozvoje pii feSeni diferencidnich
rovnic. Rozvoj feSeni y(x) v bodé x pro pririastek h je
, .. h?
yX+h) =y +y (9 h+y () —- + ...

Mame-li zadanu diferencidlni rovnici ve tvaru

Y (X) =1f(x, y(x)) ,
muzeme ji vyuzit k vyjadieni vysSich derivaci funkceyy:

Y= (% y() + (% Y() Y9 = - F(x Y(X) + - (x, y(X) Tx YO9)
X Ty 1Ix Ty

atd. Po dosazeni do Taylorova rozvoje dostaneme
2

h
YOC+ ) = Y09 + %, Y00) h+ [ £ (%, V(X)) + - f (%, Y(X) T Y] =+ ...
ix Ty 2
Aproximace prvniho fadu (lineérni iterace) s krokem h je jiZ popsana Eulerova metoda.

Priklad. Pogétecni Ulohu

y=2x/ y0)=1
ieSme ngjprve anayticky. ProtoZze y'(0) = 0, je bod x = 0 stacionérnim bodem feSeni .
(
Za predpokladu y(x) * O Ize rovnici pirevést do tvaru Lz = 2X, ktery lze snadno
y

integrovat: _1o X% + C. Z pocétesni podminky dostanemeihned C = —1 atedy .
y

1 1
x2-1 (@+0-%)
V bodech x = + 1 ma ieSeni singularity. Tyto body vymezuji defini¢ni interval (-1, 1)
feSeni pocatecni Ulohy jako diferencovatelné funkce (obr. 3.18).

y(x) =-

=
=2

4
4

N

_//
o N
‘\

B

Obr. 3.18 — ReSeni pocétecni tlohy y'= 2xy?, y(0) = 1.
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Redme nyni naS pocéatesni Glohu na intervalu [0, 0.8] pomoci 3 &lena Taylorova

rozvoje
h2
yx+h) =y +y () h+y" () —-.
U nadf rovnicejey = 2xy?ay’ =2y + 4xyy =2y + 4xy 2xy° = 2y* (1 +4x%), tedy
y(X + h) = y(X) + 237 h + y? (1 +4x%) h? .
Pro yi = Y(Xq), X+1 = X« +h = Xo + kh pak dostavame iteraci
Yier = YOG + h) = yi +xyi?h + (1 + 2x%y;) h?/2.

S krokem h = 0.1 dostaneme v EXCELu body zndzornéné na obr. 3.19. Je zigimé, Ze i
pii tak velkém kroku h dava kvadraticky Taylorav rozvoj uz slusnou aproximaci feSeni
—mnohem lepSi nez linearni Taylortv rozvoj (zékladni Eulerova metoda).

- y(X) A
y Taylor

15

1¢ —0

0.5

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 X 0.7 0.8 0.9 1

Obr. 3.19 — Aproximace ;/eSeni pocatecni tlohy na intervalu [0, 0.8] Taylorovym rozvojem.

3.6. VARIACNI POCET

Euler je povaZzovan za zakladatele variacniho poctu. Variacni ulohy byly znamy uz
v antice [14,96] a mnoho Uloh bylo takeé vyieSeno uz pied Eulerem. Napr. reSeni dlohy
ngjit kiivku dané délky, ktera uzavira plochu maximaniho obsahu, bylo znamo uz ve
starém Recku (Didd, izoperimetricky problém [14,96,97]) nebo Glohu Johanna
Bernoulliho o brachistochrong, tj. kiivce, po které se hmotny bod bez tieni dostane
v gravitatcnim poli do bodu snizSim potencidlem za nejkratSi dobu (bracistoz =
brachistos = negjkratsi, cr onoz = chronos = ¢as) otisténou v Leibnizové casopise Acta
Eruditorum v ¢ervnu 1696, vyieSili uz Leibniz, |"Hospital, Huygens, Newton, von
Tschirnhaus a Jakob Bernoulli [98]. Jakob Bernoulli dokonce odvodil zakladni rovnici,
kterou znovuobjevil Leonhard Euler [99]. Do této tiidy patii také Uloha o nalezeni
kiivky, kterou zaujme osa lana, retézu, tézkého vlidkna zavéSeného mezi dvéma body.
Tyto Ulohy jsou spojovacim mostem mezi matematikou a mechanikou. Ale napi.
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Fermativ princip Siteni svétla v prostiedi proménné optické hustoty vede do optiky a
daly by se uvést dalsi piiklady hledani slozitejSich extrémi v redném svéte.
Historické pozadi teSeni brachistochrony bratry Bernoulliovymi a pravodni
okolnosti jsou uvedeny v [100]. Pro pribliZeni citace odtamtud:
Zadani v Acta Eruditorum:
J4, Johann Bernoulli, se obracim na nejskvelgSi matematiky svéta. Pro inteligentni lidi
neni nic pritaZlivejSiho nez cestna vyzva k 7/eSeni tlohy, jgjiz vyreSeni jim prinese slavu
a zustane jgjich trvalou pripominkou. Nasleduje priklad Pascala, Fermata a dalSich
doufdm, Ze se mi dostane vdécnosti celé vedecké komunity, kdyZ pired nejskvelgsi
matematiky naSi doby postavim problém, na kterém mohou odzkouSet své metody a silu
intelektu. Pokud mi nekdo sdéli eSeni prredlozeného problému, prohlasim vergine, ze
zasluhuje uznani.
Uloha:
Jsou dany dva body A a B ve vertikalni rovine. Ma se najit krivka, po niz se bod jen
prisobenim gravitace dostane z bodu A do bodu B v ngjkratSim case.

Tak Johann Bernoulli a Leibniz zdmérné pokouseli Newtona. Nepiekvapuje proto,
Ze v probihgjicim prioritnim sporu o infinitesimal nim poc¢tu pridal Johann do své vyzvy
tato slova:

... existuji jedinci, kterym se libi /eSit naSe skvelé dlohy, ale mezi opravdovymi
matematiky je také pér tech, kteri se pysni tim, jak obdivuhodne rozsi7ili hranice
vedy svymi Zlatymi teorémy; mysli si o nich, Ze je nikdo pred nimi neznal, ale ve
skutecnosti jejini publikovali uz davno prredtim.

Podle Newtonova Zvotopisce Conduitta Newton problém brachistochrony
vyieSil jednoho vecera po navratu z kral ovské mincovny.

... ve shonu kolem velké razby novych minci p7iSel Newton dom z Toweru aZ po
4. odpoledne velmi unaven, ale nespal, dokud Ulohu nevyi€Sil, coz bylo kolem 4.
hodiny rano.

Newton poslal své ieSeni Charlesi Montagueovi, hrabéti z Halifaxu, ministru
financi a zakladateli Bank of England. Montague byl Newtoniv celoZivotni
pritel, neviastni zer’ a prezident Kralovské akademie. Newton prohlasil:

Nechci byt obtéZovan a provokovan cizinci kviili matemati ckym zal eZitostem. ..

Kralovska akademie otiskla Newtonovo sdéleni ve Philosophical Transactions
v lednu 1697 anonymne ...

Euler se snaZil ngjit obecnou metodu nalezeni extrémt matematickych ¢iselnych
objekti zavislych na funkcich, tedy funkciondli, jak fikame dnes. Jeho odvozeni
z&ladni rovnice, ktera se ted’ nazyva Eulerova nebo Eulerova-Lagrangeova, nebylo
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pochopitelné naprosto rigordzni v dneSnim slova smyslu. Ale tato rovnice nadla tolik
aplikaci v raznych oblastech, Ze dala vznik nové matematicke discipling.
UkaZzeme si principy odvozeni Eulerovy-Lagrangeovy rovnice.

Z&kladni lemma varia¢niho poctu [14].
Predpokladejme, Ze f a g jsou realné spojité funkce na intervalu [Xo, X1], g je spojite

X
diferencovatelnaa g(xp) = g(x1) = 0. Jeli ¢ fg dx = 0 pro kazdou takovou funkci g, je
Xo

f(x) = 0 pro kazdé X1 [Xo, Xa].
Dalsi informace a dukaz je napt. v [14].

Eulerova-Lagrangeova rovnice pro funkcional Jy] = )éf(x, y(X), Y (X)) dx.
Xo

Predpokladejme, Ze funkce y ma tyto vlastnosti: nabyva danych hodnot v krajnich
bodech intervalu [Xo, Xi], Y(X0) = Yo, Y(X1) = y1 a “stacionarizuje” funkciond J. Tim
rozumime, Ze pro funkce blizké y se J téméi nemeéni. Funkce y by se méla nazyvat néjak
jako “stacionara’, ae ujalo se pro ni oznateni extremaa. Bud’ U mnoZina dostatecné
hladkych funkci u na intervau [Xo, Xi], které se anuluji v kraginich bodech,
U(Xo) = u(x1) = 0. Pro ul U definujme funkci F takto

F(t) = J[y + tu].
Prirastek funkce t u(x) je zmena cili variace funkce y a nékdy se oznatuje dy. Je-li y
extremaou neboli stacionarnim bodem J, musi byt t = 0 stacionédrnim bodem F, tedy
dJ= F’(0) dt =0. PoloZzme

w(X, 1) = y(X) + t u(x).

Parcidlni derivace budeme stru¢né vyznacovat dolnim indexem, napt. fy = fif/{ly. Pak

Twx ) =wx, )=y +tu,  Twix t) =wi(x t) =u.
fix 1t

Proménnat funguje v integrdlu F(t) jako parametr. Derivovani podlet [14] dava

X
F(0) = E Jy+tu] |, = J[W(x O] oo = :t O fOx w(x, 1), w(x, 1)) dx |,_,
X
X , 1'[ ﬂ .
-~ €1 w q w, u
= a— T (X W(X, t),w, (X, 1)) — + L W(X, 1), Wi (X, x o dx
X?gTN( (X, 1), Wy ( ))‘ITt fw, th:O
X
= (‘3? f(x, ¢u+—f(xy, CDuqx,dX
%o fye

Z linearity integralu plyne
X

X
FO) =09 fy(xy ydudx + o fydXy, yguddx.
X0 X0
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Druhy s¢itanec na pravé strané integrujeme per partes

x d

Q);l fye(Xy, y§ U(x) dx =fy(x,y,y") u(x) |:: QO— fye(X.y, ¥9 u(x) dx.

V dusledku podminek u(Xp) = u(x1) = 0 je prvni ¢len na pravé strané 0. Tedy
FO)= O8fy(xy¥0 - 5 ey, ya)uudx =0.
xo €
Z volnosti volby u a ze zékladniho lemmatu variatniho poétu plyne, Ze vyraz v
hranaté zavorce je roven 0. Pro stacionarni bod funkciondu J tedy plati

q d e
LI , -——fx, —_o
Ty (X, ¥, y9 i ﬂ¢(yy<D

Toto je Eulerova-Lagrangeova rovnice (Euler ji publikova v roce 1744) a stala se
z&ladem odvétvi, které Euler 1766 oznacil jako variachi pocet. Odvozeni zakladni
rovnice zpiesnil a od geometrického nanosu ocistil Joseph Louis Lagrange (1736—
1813), ktery rovnéz vyznamné piispél k rozvoji matematiky ajejich aplikaci obzvlast’ v
mechanice [101].

Matematickeé kyvadlo (obr. 3.20). Hmotny bod zavéSeny na neprodluzitelném vidkné
v gravitacnim poli se zrychlenim g vychylime do
klidové polohy dané uhlem f ,, a pustime jg. Rozdil
pavodni potencidlni energie mg(1 —cosf) anové
potencidni energie v okamziku t odpovidajicimu
thlu f(t), tj. mgl(1 — cos f) — mgl(1 — cos f) =
mgl(cos f — cos f) se piemeéni v kinetickou energii
1m(#)? (tetka znasi derivaci podie casu) tek, Ze

+
-
( COS & v prabéhu pohybu se minimalizuje integral rozdilu
kineticke energie azmeny potencidni energie

o [2m(#)?—mgl(cosfm —cosf)] dt
0

Obr. 3.20 — Matematické kyvadlo. t )
=mlg [$1#%+gcosf —gcosfy] dt.
0

Integrand na pravé strang oznacmef (f, # ). Ptisludna Eulerova-Lagrangeovarovnice je

1 d &f 6__ d
ﬂ—ff(f,\&)-agﬂ&f(f \&) =—gsinf (n&) 0, tj.
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Touto rovnici jsme se zabyvali v [16] a ukazali jsme, jak se s amplitudou f ., zvétsuje
doba kyvu. Aby doba kyvu byla nezavisd na amplitudé, musel by se hmotny bod
pohybovat po izochrong, tautochroné ¢i brachistochroné, coz jsou synonyma cykloidy.

Brachistochrona. Pocétecni bod umistime do pocétku souradného systému ve
vertikani roving, piicemz vertikalni osa Oy miti dolu. Potencidni energie U(y) = —mgy
tedy klesad z nulové Urovné v pocatku. Ze zakona zachovani energie plyne, Ze Ubytek
potencialni energie je roven ziskané kinetické energii, —mgy + mv?/2 = 0. Oditud

v= d/dt = /1+ y@ dx/dt = . [2gy .
Cas poklesu je pak

_ 1 X 1+y@
t=— dx
29 @ )y

ajeho minimalizace znamena minimalizaci funkcionau (‘i Vl?@ dx = (‘i f(y, y') dx.
y

Integrand explicitné nezavisi nax av tomto piipadé ma Eulerovarovnice integral [14,96]

f—yfy =const., tedy
ey @ —c
B ke
Nésobeni posledni rovnice faktorem [y W davarovnici C .Jy W =1, tj.
y(1+y?)=1/C?>=B, C10.

Odtud
, B -
y = =y )
y
coZ se da snadno integrovat
Y y _ X _
dy = dx= x.
B-vy Y~ Q

Zavedeni nové proménné u = u(y) = . Y vedezpetng k y(u) = B u? /(1 + UP) , tedy

dy=B2u/(1+u?)?du a

u(y) A u(y) u(y) y
_ Y y _ 2 2u _r€ -1 Y du U
X= Q ?ydy_ B oQu. du= B gu——

DN 0] u
wo  AFu?)? & 1+u? o o 1+u?Q

+ arctan u(y)].

=B [ 3 u(y)
1+u?(y)
Abychom se funkce arctan zbavili, zavedeme Uhel f rovnosti u(y) =tanf. Pak

x=B[f — @ 1=B[f —sinf cosf] =B[f — Lsin(2f)] = 2[21‘ —sin (2f)]

1+ tan?f

akonecng
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y=BU/(1+?) =Btan’ /(1 +tan’f) =B sin’ = ‘; [1—cos (2f)].

Ted staci polozit p = 2f a dostaneme parametricke vyjadieni hledané extremdly
x(p)=a(p-sinp), y(p)=a(l-cosp).

Ziskana rovinna kiivka se nazyva cykloida. Je to trgektorie bodu na kruznici o

poloméru a pii odvalovani kruznice po horizonta ni ose Ox.

NejvetsSi pocatecni zrychleni |ze ziskat pii pohybu ve sméru vertikaly, tj. osy Oy, od
néhoz se draha hmotného bodu musi postupné horizonténé odklanét. Ilustrativni piiklad
je na obr. 3.21. V silovém poli se zrychlenim g = 9.8ms™ je ¢as potiebny k uraZeni
dréhy po cykloidé t = 1. 5046s, pohyb po ptimce OE by vyZadoval ¢ast = 2.6198s [14].

Obr. 3.21 — Oblouk cykloidy jako brachistochrona mezi pocatkem a bodem E = (3p/2+1, 1).

Variacni ulohy se dgji rozsitit na funkciondy sderivacemi vysSich fada, svice
proménnymi atd. [14,96]. DalSi dulezitou t¥idou jsou podminéné dlohy, které v
diferencidnim poc¢tu i ve variatnim poctu rozpracoval J. L. Lagrange. Tyto ulohy se fesi
zavedenim Lagrangeova multiplikétoru [ 14,96].

Napi. zminéna Uloha maximani plochy omezené kiivkou dané délky L zni

@ b 5
é(‘)ydx O/1+ y&Edx - L =07 %® max.
a a

a
Vytvorime pomocnou funkci F s konstantnim multiplikdtorem | : F =y + | |1+ y& .

Pro ni Eulerovarovnice zni

o 4G ye P dE e P g
dx & 1+ yE® dx & 1+ y@
kdek = 1/I = const. je kiivost. ReSenim je tedy kiivka s konstantni kiivosti, kruznice.
Technicky dulezité je feSeni objemoveé izoperimetrické tlohy [102].
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4. EULEROVY STOPY VE FYZICE

Euler se od ranného mladi zajimal o aplikace matematiky v mechanice atechnice. Jak je
uvedeno ve 2. kapitole, ve 20 letech zaslal do soutéZe o Velkou cenu Parizské akademie
préci 0 nelepSim umisténi stozari na plachetnici, zgima se o stavbu lodi,
délostielectvi, pohyb nebeskych téles, zefména Mésice (jako feSeni problému tii téles),
proudéni tekutin, mechaniku a mechanické stroje. V roce 1736 vydal knihu Mechanica,
sive motus scientia analytice exposita, v niz byl pohyb hmotného bodu popsan ryze
analytickymi prostiedky, v roce 1765 vy3a jeho kniha o pohybu tuhého télesa, Theoria
motus corporum solidorum seu rigidorum [5]. Mnohé z jeho praci si netroufam vibec
komentovat, proto uvedu spiS namétkou jen nekteré.

4.1. REMENOVY POHON

Norméalova dozka sily Fy je

souctem tahu v koncovych
bodech elementu délky Ds
\ (obr. 4.1). Prirastek tahové
S 5|Iy I?F ,je, roven norméové
Hnand pritlacné sile
remenice Fv=Fsin (Dal2)
+ (F + DF) sin (Da/2)

T, e » F Da
Obr. 4.1 — Remenovy pohon: kolo vievo hnaci, vpravo hnané. nasobené koeficientem tieni

mtj.
DF =nty =nF Da, .
resp. v infinitesmanim tvaru
@ mF.
da
Integraci této jednoduché linearni rovnice doplnéné pocatecni podminkou F(0) = Ty
(obr. 4.1) dostaneme ¢ ?F =mg da,tedyIn _I_—l =m): Pro maximalni prenéSenou

silu pak plati Euleriv vztah

Ti—-To=TQ)-To=To (" —1).
Uhel J znasi pii stejném koeficientu tieni Uhel opéasani mend femenice s polomérem R
(J < p). Maximdni piendSeny moment je M = (T(J) — T(0)) R a maximalni piendSeny
vykon P =2p (T(J) — T(0)) Rn, kde n je pocet otacek hnaci femenice za sekundu.
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42. OHYB NOSNiKU
Kazdému, kdo ma aspon zakladni zkuSenosti srealnymi materidly, je jasné, Ze teorie
lineérni elasticity je predevsim idealizace. Z idealizovanych piedpokladi plynou jako
matematické dusledky uZitecné odhady. Ty vSak s mnozstvim riznych specidnich
piipadt a praktickych korekci délgji nauku o pruznosti postrachem student.

Jednim ze z&kladnich aplikacnich problémi je ohyb nosnikia. Dukladné teorie je
vyloZena v knize [31]. Jadro problému zndzornuje obr. 4.2, na némz je schéma ohybu
horizontélniho vetknutého nosniku s konstantnim prarezem v pri¢cném smérul.

PN .

L I L]
_(c‘i Rmz Rn R

K [z

Obr. 4.2 — Schéma zatiZeni nosniku. Dole je zndzornéni deformace pomoci polomerii kifivosti.

Zatizeni vertikdni silou F vyvolava moment M (= rxF, kde r je polohovy vektor
pusobi&té sily F v referencni soustavé s pocatkem 0 a x znaci vektorovy soucin), ktery
je v rovnovaze s momentem napéti na ploSe praiezu A. Budeme piredpokladat, ze
0] existuje neutrdni plocha ¢i vl&kno, na némzZ je napéti s ve sméru osy
nosniku nulové,
(i)  vSechny slozky napéti kromg téch, které ptisobi podé neutrdni osy nosniku,
jsou zanedbatel né,
(iii)  prieny rovinny fez pred deformaci zastéava rovinnym i po deformaci (Daniel
Bernoulli),
(iv)  plati Hookav zékon s = Ee, kde E je Youngiv modul pruznosti materialu
nosniku (Robert Hooke, 1635-1703 [103], Thomas Y oung, 1773-1829 [104]).
Dolni ¢ast obr. 4.2 ukazuje, Ze deformace je dana polohou bodu vzhledem k neutrdni
ploSe. Zvolime-li bod na neutrdnim viaknu jakozto rovinné kiivce, prislusi mu polomer
kiivosti R, a stied kiivosti C,.. Je-li R vzdaenost bodu nosniku v roviné neutrdniho
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vldkna od stiedu kiivosti C,, odpovida mu pomérna deformace &R) = (R — Ry)/R..
PoloZime-li x = R— R, dostaneme pomérnou deformaci e(x) = X/R,.. a napéti
s(X)=EZX,

kde E je Y oungiv modul pruznosti. Pro rovnovahu momentu sily a napéti musi platit
M=iMi = ¢ xs(x)dA = % @ X dA .
(A) (A)
Integrd na pravé strang, J = ¢ x° dA, je moment setrvainosti priifezu vzhledem k ose
(A)
kolmé na podénou osu nosniku aleZici na neutrd ni ploSe v uvazovaném bodg.
Tak jsme dospéli ke zndmému Bernoulliho—Eulerovu vztahu
M= =
Rn

Poznadmka. Euler pouzival linedrni aproximaci a konstantu E uz 1727, tedy 80 let pred T. Y oungem [104].

4.3. VZPER. EULEROVO KRITICKE ZATIZENI
Kiivost k neutralniho vlidkna jako rovinné kiivky y(x) je definovanatakto [14]:

_ Y«
k(x) = :
(L+ yE(x)*?
Moment vertikalni sily vzhledem k dolnimu opérnému bodu je
M =rxF =—Fy.

Pro malé vychylky y od vertikdly |ze kiivost aproximovat y“(x). Po
dosazeni do Bernoulliho-Eulerova vztahu dostaneme linedrni
diferencidni rovnici
—Fy=EJy", resp.
.. F
y’ + E_Jy =0.
Na obr. 4.3 je kloubové ulozZeni konct pruzného nosniku (prutu)
vyjédiené okrajovymi podminkami
~ YO =¥L)=0,
kde L je délka nosniku. ReSenim této okrajové Ulohy je ¢ast sinusovky

Y(¥) = Yirew SIN({ /5 ¥)
s celistvym poctem palvin nadécel, tj. \/EEJX =kp,k=1,2, ...

Vzpérna stabilita nosniku se narusi, bude-li F 3 Fi; = E—g p? (k = 1).
L

Zatizeni Fi; jetzv. Eulerovo kritické zatiZeni.
ReSeni pro k> 1 jsou energeticky néroéngjsi, proto se bézné nerealizuji.

Obr. 4.3 —Vzper.
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Kritické zatiZzeni zavisi na okragjovych podminkach. Budou-li oba konce vertikaniho
nosniku vetknuté, bude to vyjadieno rovnostmi

y(0) =y(L), y(©)=y(L)=0.
Snadno uhodneme (obr. 4.4), Ze prisludné ieSeni ohybové rovnice miuzeme psat takto:

Y09 = X [sin(y 5 x- §) +1]

YIY max

0 0.25 0.5 0.75 1
x/L

Obr. 4.4. — Tvar nosniku namahaného na vzpér s obeéma vetknutymi konci.

Eulerovo kritické zatiZzeni vyjde z okrgjové podminky % L=2p: Fgit = %4p2.
U obou vetknutych koncu je tedy kritické zatizeni 4x vySSi nez u kloubové ulozenych
konct nosnikul.

U jednoho vetknutého konce a druhého volného konce odpovida tvar vychyleného

BEJ »

nosniku intervalu délky 0.25L naobr. 4.4. Kritické zatizeni je pak Fit = E p-.

Podobné |ze zvladnout dalSi pripady vzpéru a upevnéni nosniku [105].

Poznadmka. Spravné bychom meli ¥eSit ohyb pomoci kiivosti, tedy nelinearni diferencidni rovnice 2. fadu.
K tomu je nutné mit k dispozici vhodnou numerickou metodu ieSeni diferencidlnich rovnic a pocitac [3].
To by mohlo byt zagjimavé téma pro aplikace nauky o pruznosti u zkoumaného materidlu nebo pro
specialisty v tomto oborul.

4.4. MAUPERTUISUV —EULERUV PRINCIP
Od Descartesovy, Galiletho, Huygensovy fyziky modelti preSel Newton k fyzice
principi ajeho zékladni kniha nesla nazev Philosophiae naturalis principia mathematica
(Matematické principy fyziky). Slo o objasnéni, zda piirodni déje probihgji jednotnym
zpusobem, napi. tak, Ze se zachovava energie a piitom se n¢jaka veli¢inaminimalizuje.
Maupertuis definoval tuto velicinu jako soucin rychlosti adrahy, vs, anazva ji akci.
Podle jeho principu ptirodni déje probihgi tak, Ze se akce minimalizuje. To je velmi
obecna formulace. V infinitesmanim pojeti se da tento princip pievést do tvaru
pouzitelngjSiho v mechanice

O vds = O vvdt ~%o vzdt:% O Ewndt %® min.
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Historické pozadi ukazuje nésledujici citace ze [106]:

Maupertuis byl prvni, kdo publikoval princip nejmensi akce, () v ds ® min., pfi¢emz integrél se
uvaZuje na mnoziné vsech spojnic (drah) dvou specifikovanych bodt prostoru. PouZil jg jen u svétla a
nahradil jim Fermatav princip, z né&jZ napt. plyne Snelliv zakon lomu svétla.

Par mésicu predtim, neZ vysla Maupertuisova prace tiskem, Euler nezavisle definoval akci vyrazem
S= 0 mvds= Q pdq, kde p znati zobecnénou hybnost a q zobecnénou soufadnici. Princip nejmensi
akce pak pouZil k popisu pohybu hmotného bodu (1744). Po dvou letech Maupertuis citoval Eulerovu
préci “jako krasnou aplikaci jeho principu u pohybu planet” a pouzil tento princip k feSeni rovnovéhy na
pace, na analyzu rézu dokonale elastickych a dokonale neelastickych téles. Maupertuis véfil, Ze tento
princip je obecné platny a Euler tento jeho my3enkovy skok intuitivné uskutecnil. Maupertuisovy zavéry
v3ak nebyly zcela konzistentni. V r. 1751 prioritu Maupertuisovu zpochybnil Johann Samuel Konig, ktery
odkazoval na Leibniztv dopis zr. 1707, v némz byly popsany podobné vysledky jako ty, k nimz dospél
Euler. AvSak Maupertuis a dalSi poZadovali, aby Kénig piredloZil origindl Leibnizova dopisu. To oviem
neso — Konig mél jen kopii. Proto Berlinska akademie pod vedenim Eulera prohlésila kopii Leibnizova
dopisu za padélek a prezident akademie Maupertuis s mohl dal ¢init narok na prioritu principu nejmensi
akce. Konig ale neprestal trvat na Leibnizové priorité abrzy nato se do sporu vmisili dal§i dva osvicenci:
Voltaire na strané Konigove a prusky krd Friedrich I1. na strané Maupertuisové [107]. Ale k Z&dné zméng
nazora nedodlo az do 20. stoleti, kdy se skute¢né naSly daSi nezavidé kopie Leibnizova dopisu.
V soucasnosti panuje shoda v tom, Ze priorita Leibnizova je opravnénd, tj. Ze Leibniz princip nejmensi
akce formuloval a pouzil k reSeni nékolika mechanickych problému pied rokem 1707 (tedy 37 let pred
Maupertuisem a Eulerem), ale tyto své ideje nezveignil.

Podobny historicky popis je také ve [107], kde se uvédi, Zze zminény Leibniziv dopis byl adresovan
Jakobu Hermannovi.

Podrobny vyklad a komentare k Maupetuisové—Eulerové principu je napi. uveden
v knihach [27,29,30]. Za&sluhou dalSich generaci fyziki se z ngj transformacemi
soutadnic a vyjadieni energii odvodily snaze aplikovatelné integrdni principy.

Znich asi ngznamgjsi je Hamiltonav (William Rowan Hamilton, 1805-1865).
V ném je akce konzervativniho systému, tj. zachovavagjiciho energii, definovana jako
¢asovy integrdl Lagrangeovy funkce, tj. rozdilu kinetické a potencidni energie,

L(t, a(t), “52) = Ban(t, a(t), “52) - Epa(t, a(t), “42).
Symbol q(t) znaci vektor zobecnénych nezavislych souradnic.

Aplikaci tohoto princip ukaZzeme na jednoduchém prikladu fyzikdniho kyvadla. Za
jedinou slozku vektoru zobecnénych souradnic g vezmeme Uhel f mezi spojnici bodu
zavésu 0 s t&zigtem kyvadla G a vertikdou (obr. 4.5). Uhlovarychlost je v celém télese
stejna, proto kineticka energie je

Ean(t, A(t), “52) = Ban(52)

30 (¢ y, 2952 ) dmlx, v, 2,

(M
kde (T) znati mnoZinu vSech boda (X, y, 2) télesa kyvadla v kartézském souradném
systému s pocdtkem v bode zavesu, r(x, y, z) = /x2+y?+z2 je vzdadenost bodu
(X, Y, 2) od osy otateni adm(x, y, z) element hmoty piitazeny bodu (X, y, 2). Zigjmé tedy
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Ban( T 2) = 2(942 ) 0’06y, 2 dmix, Y, 2) .
(M
Integrdl na pravé strané se nazyva moment setrvacnosti vzhledem k horizontélni ose
otateni prochézejici poc¢atkem 0 (kolmo naosy x, znaobr. 4.5). Oznatime jg J. Pak

Ekin_ lJ(df(t))

Potenciani energie je rovna praci tize pifi
premisténi téziste G dovysky h=1(1-cosf),
Epat(f (1)) = mgh=mg | (1 - cosf (1)),

Zachovani energie vyZzaduje ota&eni
kyvadla beze ztrat, tj. beze ztr& trenim
Vv zavésu a bez odporu vzduchu.

Lagrangeova funkce

L(F, Ty = 15 (T2 _mg1 (1-cosf (1)).

Podle Hamiltonova principu funkce f(t) je
stacionarnim bodem funkcionalu (akce)

M= 6L6, Sy
Obr. 4.5 — Fyzické kyvadlo. to

Jak uz vime z odstavce 3.6, nutnou podminkou pro stacionarizaci S pri dostatecné
diferencovatelnosti integrandu L je, aby hledana funkce f(t) splnovala piislusnou
Eulerovu-Lagrangeovu rovnici
1 df d e df 0
— L(f, ) - —g—L(f,5)==0.
TR TR 2

Po dosazeni za L dostaneme

. d (. o d?f
—-mgl sinf — —{J— —mgl sinf —J——O

tj. znamou diferenciani rovnici
2
dt mgl snf =0.

- 4+ =
dtz  J
Definujeme-li redukovanou délku kyvadla rovnosti
«_J
| = —
ml
dostaneme rovnici odpovidajiciho matematického kyvadla délky I*:
2
% + 9 dnf =0
dt I
Pro matematické kyvadio délky | je hmota soustiedéna do bodu na konci zavésu,
2
takZe moment setrvagnosti J=ml? Pak | = % =1,
m
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Priklad. Ocelové pravitko méa stupnici 500mm a délku o néco Vé&ts. Za stupnici je v ném vyvrtan otvor
pro zavéSeni. Tloustka 1mm a Siitka 30mm je velmi malé proti dominantni délce pravitka, proto pravitko
zredukujeme na Use¢ku délky L = 520mm s délkovou hustotou m/L, kde m je hmotnost pravitka. Jak hned
uvidime, obejdeme se bez znalosti m. Vzdalenost teZisté od bodu zavésu byla |l = 258mm. Pravitko jsme
zavésili avychylili tak, aby vykonavalo malé kmity. Dobu 10 kmita jsme délili 10 atim jme dostali doby
uvedené v tabulce. Pro srovnani jsme na stejny zavés zavésili tenkou polyesterovou nit a piiblizné v délce
pravitka jsme nit vlozili mezi 2 kruhové magnety o priméru 18mm. Délka tohoto modelu matematického
kyvadla bylal ., = 530mm. Analogicky métené periody jsou uvedeny v dalSim sloupci tabulky.

Periody kmitd T;, s Moment setrva¢nosti pravitka vzhledem k bodu zavésu je
Pravitko Nit L 3 2
A =M e ML LI
1.169 1.452 o ’ )
P=11lo1 P = 1466 Redukovana déka pravitkového kyvadla
s=0.026211 | s=0.013528 2 2 2
= L7 2 L 2 520° - 549 35mm = 0.34935m.

3m 31 37 258

I *
T=2 |— =1.186s
g

Je patrné, Ze tato hodnota zapada mezi zmeérenou maximalni a minimélni dobu kmitu.
Obecngji |ze testovat platnost hypotézy HO: T = P, kde P je zmétend primérna doba kmitu. Tolerance

Perioda kmitu kyvadla je

je uréenaveliéinou D = t,(n— 1) \/E , kde n je pocet meteni (rozsah vybéru), sje vybérova smérodatna
n

odchylka a t, je kriticka hodnota t-rozdéleni na hladiné vyznamnosti a [84,85]. V naSem pripadé n = 3,
0.0262

takZe pro obvyklou hladinu vyznamnosti a = 0.05 je t,(2) =4.303, D=4.303 7
3

=0.065 azigjme

P-D =1126<1.186<1.256=P +D.
Hypotézu HO tedy nelze zamitnout.
Perioda modelu matematického kyvadlaje

Toat = 2P /'ﬂ = 1.461s.
g

Zase zapada mezi naméirené hodnoty a podobné jako u fyzického kyvadla by se provétila hypotéza HO.
Zagjimavéjsi byly kmity pravitka polozeného rovnovazné na horizonténi ostéi noze upevnéného ve

svéréku. ProtoZe pravitko se tiZi trochu prohnulo, leZelo jeho téZiste pod bodem zavésu, takze jeho malé
kmity byly stabilni. Nyni je moment setrvatnosti vzhledem k opérnému bodu

L/2
3
=1 § Ldx=M2L7 - 3 (L)Z,
L L3 8 2

-L/2

Pramérna doba kmitu byla Tg = 10.739s = 2p |£ . Odtud redukované déka kyvadlals* = g [Te/(2p)]? =
g
2
28.628m. Na druhé srané lg* = & = L1 (L) = -1-0.265% Zrovnosti 28.628 = - 0.265
mlg _ 3ig \2 3g 3G

2
plyne piijatelny odhad vzdalenosti opérného bodu od t&ziste I = % =0.0008177m = 0.818mm.

Jedte zajimavejsi jsou kmity ocelového pravitka na vaecku, ae jgich popisje sozitéjsi.
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45. MECHANIKA TUHEHO TELESA

Tuhé téleso je idealizovana aproximace reanych téles. Je to nedeformovatelny objekt s
neménnou, tuhou geometrii, tj. vzdaenost libovolnych jeho dvou boda se pii pohybu
nemeni. DalsSi idealizaci je pojem hustoty, ktery se v kartézskych souradnicich obvykle
definuje jako limita podilu hmoty obsaZzené v elementu objemu,

r(x,y,2= lim Dmlx.y,2) :
DV(x,y,2)® 0+ DV (X, Y, 2)

Kdyz vSak rozméry objemového elementu klesnou do subatomarni velikosti, hmota se
stane velmi fidkou sestavou ¢éstic rychle se meénici v ¢ase. TakZe v pevném casovém
okamzZiku av zavidlosti na soutadnicich x, y, z je podil na pravé strané hned obrovsky
ahned nulovy, ¢ili v matematickém smyslu tato limita neexistuje. TakZe hustotu je tieba
brét konvencné v makroskopickém smyslu, napt. pro DV = 10°m®.

Nejhorsi je, Ze o stavbé reaného svéta vime Zalostné malo a mnohokrét se ukézalo,
Ze prenosidgi z viditelného svéta do mikrosvéta nebo makrokosmu vedl k omylam.

Tuhé téleso se povazuje za pevny geometricky Utvar, objekt V ve 3D nebo
matematicky zamnozinu V i R® kladné miry. Vyplnéni V hmotou reprezentuje spojita
nebo po &astech spojita funkce r, kterd kazdému bodu xI V prifazuje ¢islo r(x) 3 0.
N&S prostor b&Zn& chdpeme jako euklidovsky metricky prostor R®[14] s metrikou

dix, Y) = {0 - ¥2)2 + (%2 - ¥2)% + (X3 - ¥a)?.
O mnoZing V predpokladame, Ze je souvisla a omezena v R® a Ze kazda konetna
ast V jetrojrozmérn, tj. existuje dy, > 0 takové, Ze pro kazdy bod xI V mamnoZzina
K(x, dm) ={y T V:d(x,y) < d}
kladny objem ¢ (xdv) dy,dy,dy; > 0. Nazorn¢: téleso V ma v3ude kladnou tloudtku

(nikde se neredukuje na plochu, ¢éru, bod) a ma kone¢nou velikost,
0 <max{dX,y): X,y T V} = dax < +¥ .
To je maailustrace problému, které nastévaji pii prenosu matematickych pojmu do
redného svéta
Stuhym télesem se manipuluje jako smnoZinou boda x T V. Napf. pasobi-li na
jednotlivy bod x TV silaf(x), ptisobi nacelé téleso vyslednice F = @ f (%) dxydxodxs .

V gravitaénim poli se zrychlenim g ptsobi na tuhou soustavu hmotnych bodu
{X1, ..., Xn} shmotnostmi {my, ..., m} vyslednasila
F=g(m+...+m,).
Hmotnym stiedem této soustavy c¢ili pasobi&tém vyslednice bude bod x = (X, y),
v némz se anuluje rozdil
n n

n n

a fk—-Fam =34 gxknk-gx a4 m,

k=1 k=1 k=1 k=1
tedy
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n
a mXy
x = Kzl

n
o

a my
k=1
Pro téleso V dostaneme piechodem od sumace k integraci stejnymi Uvahami
soutadnice hmotného stiedu xr
0X (X)r (x)av(x)
_V
XT,I - )

or(x)av(x)
%
piicemz V znaci objemovou miru [14], dV(X) = dx; dx, dXs.
Podobné se pocita kineticka energie télesa Vv
Ean(t) = & $VA(X(1) 1 (x(1) dV(X(1)) ,
v
kde VA(x(t)) je &tverec rychlosti bodu x(t),
P = B0, w08, me)g
ed g éd g e dt g
Konigova veta [27] tik& kineticka energie soustavy hmotnych bodt (tuhého télesa)
je rovna souctu kinetické energie celé hmoty soustiedéné do hmotného stiedu a
kineticke energie pohybu hmotnych bodt vzhledem k hmotnému stiedu.
Napi. kyvadlo osciluje kolem pevné osy zavésu, kola bicyklu rotuji kolem svych os
a jgich stred se soucasné pohybuje priblizné rovnobézné s povrchem silnice, Zemé
rotuje kolem své osy a zéroven kolem Slunce po piiblizné kruhoveé dréze.
Rotacni pohyb s pevnou osou rotace je popsan vzdaenosti bodu x(t) od osy ot&ceni
0 a thlem f (t). Vektor r(t) = x(t) — 0 se nazyva polohovy vektor. Uhlova rychlost je

derivace orientovaného Uhlu f podle ¢asu, znaci se w(t) = %f(t). Vektor Uhlové

rychlosti w leZi na ose rotace a sméfuje pri pohybu proti sméru hodinovych rucicek
dopiedu z roviny rotace (jako vektorovy souc¢in dvou tecnych vektori k dréze bodu
t(t1), t(tp) prot; <ty). Rychlost bodu je

v(t) = Sx(t) = wxr(t).
Moment hybnosti bodu je
r(t) x r (r()) dv(r () v(t) = r (r(0) r() x v(t) dv(r () = r (r(1) r{) x wxr(t) dv(r (1))

amoment hybnosti télesa
B=¢ r(r®)[r(®) xwxr®] dV(r(t) .
Vv

Vektorovy soucin v hranaté zavorce upravime jeho vyjadienim determinantem

Iy Wy | a0 aworz- Warp 0
r x(wxr(t)=r(t) x iy Wy Iyl = Zrp X ZWaly - Wylg
I3 Wz T3] gfsg gWilp - Walp g
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1 T Wolg- Wlp éﬁz (Wirp - Wory) - r3(Wary - Wir3) §

= |ig T2 Waly - Wyrg| = Zrg(Worg - Walp) - Ty (Warp - Wary) .

i3 Iz Wl - Woly grl(w3r1 - Wyl'3) - I (Wol3 - Walp)
_ )

Ewy(r) +17) - Warfp - Wafgh 2

— 2 2 -

= G- wyrqr, +w2(r3 +r ) Walpl3 ™

2 2y -
- Wilfg - Walplg +Wa (M +17) =

2 2 s
8532 +r3 2 r1r22 - r3 9 8@\/19
=G-nly  IPHIS -l T W, =W,
g -nry -rry Pty s eWsg

V soustavé souradnic pevné spojené stélesem je vektor r(t) konstantni, r(t) = r.
Matice| pak reprezentuje lokéni tenzor setrvacnosti. Pro téleso vypliujici objem V je
B=Jw=[¢g r(r).jdv(r)] .w,
%

kde
J=Gw)=(0 r(r).jidVv(r))
v

je tenzor setrvacnosti télesa. Diagonani elementy Ji definuji momenty setrvacnosti
vzhledem kosdm rj, Jx pro i * k jsou deviacni momenty. Je ziggmé, Ze tenzor
setrvacnosti je symetricky, Jix = Jg.

Abychom mohli pouzit Hamiltonova principu (nebo jiného z principti mechaniky),
potiebujeme vyjadiit kinetickou a potencidni energii tuhého télesa. Umistime-li bod O
do hmotného stiedu tuhého télesa, je pohyb télesa Uplné popsan rychlosti vo(t) = %xo(t)

postupného pohybu bodu 0 a rota¢nim pohybem télesa kolem tohoto bodu, tj. vektorem
uhloveé rychlosti w(t) atenzorem setrvacnosti J.

Obr. 4.6 —Eulerovwy thlyy, J,j .

Vektor w(t) Ize vyjadiit v riznych soustavach soutradnic. Euler zaved! trojici Uhla:
precesni thel y (1 [0, 2p) ), nutaéni thel J (1 [0, p) ) arotaéni thel j (1 [0, 2p) ) — to
jsou tzv. Eulerovy thly (obr. 4.6) [29,30,32,108,109], z jejichz derivaci podle ¢asu se
vytvori slozky w(t). Poznamenavame, Ze oznacovani Eulerovych ahla neni jednotné.

Vysdlednice sil pasobicich na tuhé téleso je dana 2. Newtonovym pohybovym
z&konem
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2
F=m 4
dt? X(®),
vysledny moment
—dp-= d
M - EB —WXB + EB(V)’
kde B(vy znaci moment hybnosti v referencni soustave télesa vypliujiciho mnozinu V.
Rozepsanim posledni rovnice podle sloZzek vektoru se dostane soustava Eulerovych
rovnic pro rotaci tuhého télesa [29,30,32]. Pro hmotny stted nehybny ve vngjsi
referencni soustavé pak vektorovarovnice
d _
§BTwxB=M
reprezentuje soustavu rovnic pro slozky

311%W1 + WoWs(Jaz — J22) = My,
Jzzﬁwz + WiWs(J11 — Ja3) = Moy,

333%W3 + WiWao(J22 — J11) = M3,

ReSeni této soustavy Eulerovych rovnic je obtizné a tradiéné se uvadi jen u
nejjednodusSich piipadu, jako jsou setrvacniky, kola atd. Napt. pro pneumatiku na réfku
(voln¢ oto¢né automobiloveé kolo) dostdvame pro osu rotace X; rovnici

d
ot ar-u
Tyto vztahy tvori zéklad metodik pro méfeni valivého odporu R.es pneumatik [102].

Déle se obsahlou kapitolou dynamiky tuhého télesa, teorie setrvacnika atd. zabyvat
nechci, protoze jsem uz mnoho zapomnél a étendi urcité najde lepsi vyklad v citovanych
ucebnicich nebo dalSich a moderngjSich knihdch o mechanice. Popul&rnéjsi ale zaroven
netplny vyklad je v [110,111]. Nam vSak jde predevSim o piipomenuti Eulerovy prace,
ne o perfektni fyzikalni pojednani.

J

+ 0% 0% (Jasz—J22) =M11 = Res(@r—U) + Rpagv -

4.6. EULEROVA HYDRODYNAMICKA ROVNICE
V idedni tekuting nepuisobi zadna smykova napéti. Pascaltiv zakon tika, Ze v tekuting je
lokalni tlak p(x) ve vSech smérech stejny. Z vlastni zkuSenosti vSak kazdy vi, Ze tlak
vody v nédrzi nebo v moii je umeérny hloubce, tedy vysce vodniho sloupce nad
sledovanym mistem,

p(0,0,2 =r g(0-2= + gz
Hustota vnitinich sil (sila pasobici na jednotku objemu) v gravitatnim poli se
zrychlenimg je

o
Ex(-rg?

- 20 0§ 0
F:—Np:—G%(-rgz)f:—é 0 T=r gé&):.
H -9g )

Leroog

F. KOUTNY: Leonhard EULER



74

4. EULEROVY STOPY VE FYZICE

Stav proudici tekutiny v bodé r acaset je uréen 3 slozkami rychlosti v(r, t), tlakem
p(r, t) ahustotou r (u stacitelnych tekutin r (X, t) ). Zrychleni ¢astice tekutiny

o= Tvrns Turg e Top o ¥y T
v(r, t) tv(r,t)+ ﬂxv(r,t) m + ﬂyv(r,t) OIt+

alr,t) = o q E

dz
v(r,t) p

= %V(I’, t) + V(r, t) (N-V(r! t))

Pohybova rovnice
ra= F-Np
prejde po dosazeni za zrychleni do Eulerovy rovnice hydrodynamiky

r%v(r,t)+r v(r,t) (N.v(r, ) =—Np+F .

Pri stacionarnim proudéni zavislost na ¢ase zmizi, %v(r , 1) =0, takze

rv(Nv)=r N(Zv.v)=—Np+F.
U potencidlové sily F = — r NU spotencidem U a pii konstantni hustoté (nestlacitelna
tekutina) r je pak
N(r ivv+p+ru)=0,
tj. plati zndmé Bernoulliho rovnice
1rv+p+ruU=const.

4.7. VLNY NA VODE. TSUNAMI

Chovani idedlni nestlcitelné tekutiny je popsano Eulerovymi rovnicemi, rovnici

kontinuity, okrgjovymi a pocéecnimi podminkami. Predpokladejme, Ze pohyb vznikl

razem — néhlym posunem dna pii zemétreseni. Na vodu ptisobi tize a ta vyvola kmitavy

pohyb jgich ¢éstic, vinu. Podle poméru délky viny ku hloubce se rozlisuji viny na

hluboké vode a na mélkeé vode [31].

U vin navodeé je ziggma zavidost na ¢asu. V tomto piipadé mé Bernoulliho rovnice

integral (Cauchyho integrdl) [31]
b/
it

kdej jepotencid rychlosti,v= Nj af jengjakafunkce ¢asu.

P -
v+ - +U=T),

U tihovych vin je ¢len %vz zanedbatelné maly aj miazeme u vin Siticich se ve
sméru X predpokl&dat ve tvaru
i (% 2 t) =f(z) el
kde k = 2p/l je vinové ¢islo (Umeérné frekvenci) pro délku viny | aw dhlova frekvence.
Funkce|j jako potencid spliuje Laplaceovu rovnici
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NRyj = 1L + 10 =,

112'

Po dosazeni = (iK)*(2) €0 = 43f(2) &M, i = (2) €®™ dostaneme
‘Hz

linearni diferencidni rovnici pro funkci f
f7(2)-Kf =0
kterd méa obecné feSeni f(2) = A€® + Be™
Nadné v hloubce z = —h plati okrajova podminka

'ﬂl (x _h, 1) = (ch) 0 = (Ak e BK ) o) = g

tj.
Ae*"—Be" =0.
Konstanty A, B jsou tedy z&visé a mazeme zvolit A = C&"", B = Ce™. Potencid
rychlosti je pak
j (x,z 1) = C[eM™? 4+ g2 gl = 5C cosh [k(h+2)] €0
Na hlading, tj. plose

Z=w(x Y, t)

v okamZiku t, plati pro vertikdni slozku rychlosti
z _ fw dx ‘dey fw

dt x dt ﬂydt ‘nt'

Predpokladame, Ze délka viny je mnohem vétsi neZ jei amplituda, takze 11]1—W 1111—W jsou
Xy
malé a prvni dva s¢itance na pravé stran¢ jsou zanedbatelné. Pro nevitivy pohyb je
dz _w
dt it
Rychlost zmény potencidlu rychlosti je imérna vychylce hladiny
1
—  =—gw.
fit Z=W
Takzew =—— LN
g ﬂt =W
. . . 2.
% _ﬂ_\N :ﬂi +£1ﬂi :[ﬂi+£ﬂ_J2] =0.
dt =W ﬂt =W T[Z =W g ﬂt ﬂt =W ﬂz g ﬂt

Vychylky hladiny povaZzujeme za maé, takze pro hladinu mame zjednoduSenou
okrajovou podminku
SV 5 T
Tz g 1t?
Po dosazeni | (X, z t) = 2C cosh [k(h+2)] € ("X“"") dostaneme

]
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W] =2cksinh (kh) é® |

fiz z=0

@ = 2C cosh (kh) (~w?) e
it z=0

a okrajova podminka piejde do tvaru
gk sinh (kh) —w? cosh (kh) = 0.
Odtud W = gk tanh (kh). Rychlost &ffeni vin pak je

v= % - % Joktanh(kh) = ,/%tanh(kh) ,

Po dosazeni k= 2p/l , kde| je délkavlny, dostaneme

V= ltanhz_ph
\ 2p I

Promaléhavelkél jepodil 2|_ph maly. Rozvoj hyperbolické tangens v Taylorovu fadu
2 2x° : . .
tanh x = x — 3 + e a ponechani jen prvni mocniny dava jednoduchy odhad

v» [9200 - fon
2p |
Tsunami

Délka obyc¢ejné viny na oceanu zpisobené vétrem ziidka presahne 100m [112].

V hluboké vodé ocednu vzniknou posunem ¢asti dna pii zemétieseni a posunu
geologickych desek viny s délkou stovek kilometrii a vySce obyceiné nepiesahujici 1m,
takze vétsi lode je ani nezpozoruji [112,113]. Pri Siteni oceanem amplituda viny klesa
velmi pomalu, jak jsme mohli vidét pii nedavném zemétieseni v Chile (27. 2. 2010).
Pien&Send energie je obrovska 10°—10"°J (srovnatelna s explozi termonuklearni bomby,
megatuny TNT), proto v mélké vodé u pobiezi vySka vin velmi vzroste a provazi ji
devastace pobiezi. Erupce sopky Krakatoa 1883 zpusobila tsunami svyskou viny na
pobiezi 37m, pobieZzi mysu Lopatka na jihu Kaméatky v severovychodnim Rusku
zasahlo roku 1737 tsunami s vy3kou viny odhadovanou na 64m.

Priklad. Predpokladejme hloubku oceénu h = 5km, délku viny | = 200km. Pro vinu tsunami vychazi
rychlost Siteni

v= |9 gnn 2P - \/ 9.8 200000, . 2" 5000 - 520 4561y = 703 6kmih.
2p I 2p 200000
Podil h/l = 5/200 = 0.025 miZzeme povaZovat za maly a pouZit ptiblizného vzorce
Vaprox » /g = 4/9.8” 5000 = 221.359mV/s = 796.9km/h.

Pomérna chybaje (VaproxdV — 1) = 0.4%.
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Kazdy, kdo se aspon trochu seznami s Eulerovym dilem, je ohromen bohatstvim a
kvalitou zpracovanych témat. | dnedni zakladni kurzy matematiky (diferencianiho a
integrdniho poctu, napi. [79-81]) porad zachovévgi hodné ze zé&kladni struktury,
kterou jim dal Eulertiv genius. Pro vyjédieni velikosti Eulerova ducha staci uvést dva
zname citaty jinych dvou matematickych genit [5]:
P. S Laplace: Lisez, lisez Euler, c’est notre maitre a tous (Ctéte, ctéte Eulera, je
ucitelem nés vsech).
C. F. Gauss. Sudium Eulerova dila zistane nejlepsi Skolou pro negjriznéjsi oblasti
matematiky a nemizZe je nic nahradit.

Proilustraci uved’me jesté citaty z pamétni feci (oslavného spisu) [45].

Mez velkym poctem jeho studii neni ani jedna, ktera by neobsahovala néjaky novy objev nebo
nejakych divtipny pohled, ktery ukazuje novy smér. Nachazime skvélé siednocujici koncepce, mnozstvi
objevnych a ziemviujicich Gvah v ngjabstraktnéjsi analyze, skutecné hluboky vyzkum povahy a viastnosti
c¢isel, krasné ditkazy mnoha Fermatovych vet, 7eSeni mnoha velmi obtiznych problémi rovnovahy a
pohybu tuhych i pruznych téles nebo kapalin s nepiebernym mnozstvim paradoxii. VSechno, co teorie
pohybu nebeskych téles, jegich vzajemna pritadivost a popisy drahy ukazuji jako nejabstrakinejsi a
nejobtiznejsi problémy, je obsaZeno v jeho dile, a je to podano s takovou dokonalosti, ktera nalezi jen
nejvetSim matematikizm. Neexistuje jedina vétev matematiky, ktera by mu nebyla zavazana.

Jen malo matematik:i toho napsalo tolik jako pan Euler a nikdo se nezabyval soucasné tolika
problémy, nikdo se s nim nemiiZe srovnavat ar’ uz jde o pocet nebo rozmanitost jeho objevii.

V prvnich dnech za7i (1783) byl znepokojen zavratemi. Ty mu vSak nezabranily ve vypoctech pohybu
aerostatickych baloni, 0 némz se zpublikaci dalo dovedeét jen velmi mélo a on viastnimi vypocty byl
schopen dojit k velmi komplikovanym zaverim. Zavraté byly varovanim pred snrti, ktera pridla 18. zasi
(7. za julianského kalendaie). Toho dne u stolu pri veceri mluvil o objevu nové planety spanem
Lexellem, ktery jg prisel navativit. S jasnym intelektem miuvil i o dalSich vecech, pak s hral s jednim ze
svych vnouckii. Pri Slku ¢aje byl nahle ranén mrtvici. Jeho posledni slova byla: “ Umiram®, nacez upadl
do bezvédomi. Zemv'el nekolik hodin potom ve veku 76 let, 5 mesicii a 3 dnu.

Zemvel dekan naSi akademie, ktery byl 56 let jeji davou a okrasou. Byl svédkem zrodu a raistu této
akademie, vidél jgi Upadek a pozdéji jeji znovuzrozeni. Jeho vyjimecny duch mél tak obrovsky viiv ha
praci ¢leni akademie, Ze navzdory tomu, co pro ni udélal béehem pobytu v Berliné, prinesl jeho navrat jeji
oZiveni. Pred svou smrti mel pevnou Utéchu ve védomi, Ze akademie se pod patronaci moudré a osvicené
knezny Daskové (E. P. Boporuosa-Hawkosa) [114] probouzi do krasnych dni. Mez jeho uspokojenim a
vlivem, ktery na Petrohradskou akademii vZzdy mél, byl vztah p/fimé imeérnosti.

Pan Euler byl pevné a houzevnaté télesné konstituce. Po cetnych naporech nemoci, kterymi utrpel
jeho zrak a zdravi, by byl urcité ztratil schopnost tak intenzivni préce, kdyby se nenarodil s velmi robustni
odolnosti.

Setkal jsem se scizinci, které privedl jeho vehlas. A jesté vic neZ slava jeho obecnd pristupnost s
mnoha vlastnostmi, které zsidka provazei ¢loveka s tak bohatou cinnosti. Vidél jsem, jak odchazeji s
UZasem a obdivem. Nebyli schopni pochopit, jak c¢lovek, ktery prres pul stoleti byl nadmerne zatizen
publikaci tolika svych objevii v matematice a ve fyzice, mize drzet v pameti tolik veci, z nichz mnohé jsou
pro jeho vedeckou ¢innost bezvyznamné a zbytecné. Bylo to diky skvelé paméti, kterd uchovavala vSechno,
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co jednou sly3el. Euler byl schopen latinsky recitovat Aeneis [115] bez preruSeni od zacéatku do konce a
uvést pocatecni a podedni vétu z kazdé stranky vydani, které znal — a tato schopnost mu zistala do
pozdnich let.

Dalsi doklad o jeho fantastické pameti je tento: jednou, kdyz nemohl spat, pocital prvnich 6 mocnin
¢isel od 2 do 20 a po nekolika dnech nam je k naSemu velkému prekvapeni recitoval. ..

“

Na zavér jeste citace z [39]:

“

Euler obohatil znalosti mnoha odvétvi vedy a ve viech wyuZil svych matematickych schopnosti. Udélal
ditlezité prace v astronomii véetné
stanoveni obeZznych drah komet a planet na zékladé nékolika pozorovani, metod vypoctu
paralaxy Sunce, teorie refrakce, Gvah o fyzikalni povaze komet... Jeho vyjimecné prace, za néz
Ziskal mnoho cen PariZzské akademie véd, se zabyvaji nebeskou mechanikou, kterd tehdy
pritahovala mnoho ucencii.

Eulerovu teorii Mésice pouZil Tobias Mayer pri sestavovani tabulek pohybu Mésice. V roce 1765
dostala vdova po Mayerovi z Anglie 3000 liber za prinos, kterym tyto tabulky prispély k urcovani
zemepisnych délek. Euler za sviij teoreticky prispevek a zaklad vypoctii techto tabulek dostal 300 liber.

“

K tomu mtZzeme jen dodat, Ze korelace mezi finanénim ohodnocenim (bohatstvim) a
védeckou hodnotou préce byla, je a bude mala — stejné v 18. jako v 21. stoleti. Sprava
pen¢z aveédajsou oblasti lidske ¢innosti s témet prazdnym pranikem.

Je jasné, Ze uvést vechny pojmy s piivlastkem Eulerova jména neni mozné. Napr.
se zabyval lemniskatou a v souvislosti s délkou jejiho oblouku i eliptickymi funkcemi
[16].

Ke jménu Euler se v minulosti prifadila spousta matematickych objekta a tento
trend jisté bude pokracovat i u novych objekta v budoucim vyvoji matematiky.

Zgemcum o obsahlgjsi Zivotopis Leonharda Eulera |ze doporucit eulogii [45] nebo
pamétni spis [116] markyze Condorceta (1743-1794) [117] uveiginény ve Francii 1786
ajehoz anglicky pieklad dala nainternet americkd The Euler Society [118].

Dal&i Eulerovy portréty jsou nainternetoveé strance [119].
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