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1. MILNIKY MATEMATIKY PRED EULEREM

1. MILNIKY V MATEMATICE  PRED EULEREM

NejstarSi doklady o &em vic neZz o pouhéntitani gedneta pochazeji z Babylonie
(2000 @g. K.). Tam vzniklaciselna soustava se zakladem 60 [1]. Zkoumala se
celasiselnaieseni rovnice a® + b? = ¢, tj. hledaly se Pythagorejské trojihelniky. Bylo
znamoieSeni kvadratické rovniceé + bx + ¢ = 0, byla tabelovan&eseni kubické
rovnice X° + bx = ¢, fesily se problémy podobnosti, #ialy se plochy a objem a
pouZivalo se odhadu=3"/s. Babylaiané dokonce pouZivali speciélniho typu Fourierovy
analyzy k vypoétu efemerid [2,3].

Ne¢které z &échto poznatik méli i stati Egyp'ané a lze sigfko predstavit, Ze by bez
nich postavili napp Velkou pyramidu u Gizy (kolem 2650.K.) [4].

Zatim vSak Slo pouze o jednotlivé problémy a fejieSeni. Skutay systém
poznatk a matematiku jako &deckou disciplinu vytvili teprve Rekové. Rozkut
fecké kultury a matematiky ¢al asi 450 let p K. [5]. Z této a poz&Si doby pochazeji
véty a zakony spojené se jmény Euklides, Pythagdkashimédes, které zné kazdy
Skolak a které nas dodnes plni obdivem.

Pozaji se Recko stalafimskou provincii a nastal Upadek evropské matemafii
zachovanitrecké matematiky a dalSi rozvoj matematikyédiche mimoevropskym
narodim, zejména Aralm. Stimskymicislicemi se da&Zko nasobit a &it, takze byly
pouzitelné jen pro &tani a oditani. ItalSti obchodnici z Janova, Benatek atdi by
v kontaktu s Orientem a jejich préstinictvim se matematika vratila&mo Evropy.

Po zhruba 1000leté&gstavce se objevuje Leonardo z Pisy, zvany Fiboniaeey r.
1202 napsal Liber Abaci. Fibonacciho jméno nesdoppsost &} ={1, 1, 2, 3, 5, ...}
zadana pr&k =3, 4, ... pedpisenmsy = a1+ ax».

1000
900 -
800 -
700 A

600

ay 500

400
300 -
200 -

100 A

0 T T T T T ——

1 2 3 4 5 6 7 8k9 10 11 12 13 14 15 16

Obr. 1 — Fibonacciova posloupno$t, 1, 2, 3, 5, ...}.
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Fibonacciova posloupnost velmi rychle roste a el@sozere zobecnit na aditivni
posloupnosti [6]. DIezité je, Ze v Liber Abaci se pouzivaly arabskgdice, zlomky a
dekadicka soustava [7]. To usnadnilo dalSi rozvmjitani i matematiky. V té dab
zatal rast vyznam vzdani a v Evrop se zdala vytvdet st’ universit (Bologna 1088,
Paiz 1090, Oxford 1096, ..., Cambridge 1209, ..., Prad#8]l...) [8].

1.1. Algebra
O ftii stoleti pozdji (16. stoleti) je uz znamo algebraicteSeni kubické rovnice. Scipio
del Ferro redukovaldenimag # 0 a substitucil = x — ay/(3ag) kubickou rovnici
aU® +aU’ +au+ag=0 do typ

X +px=q, X’ —px= g, X —px=—¢, p.q>0
aftikal, Ze naSel jejickieSeni. Zerrel vSak 1526, aniz své vysledky publikoval. Postup
feSeni znovu objevil 1535 Tartaglia z Benatek a &dvjej uchovaval v tajnosti.
Prozradil jej po dlouhém naléhani Iék&lieronymovi Cardanovi z Milana, ktery mu
slibil mi¢eni. Cardano vSak 1545 vydal knihu o algelArs magna. Jakmile Tartaglia
zjistil, Ze je v ni publikovan vyklad jeho metodyzhdel se jeden z velmi znamych
prioritnich spoit (jiny — Newton/Leibniz — zndme z pagsiho obdobi kolem roku
1700). Nicméa v literature o reSeni algebraickych rovnic se proitoy redukované
kubické rovnice

X +px—q=0

dodnes uvadi vzorec

X= \/\/ Pii3 + iz + Gy — %/\/ PY3 + 82 — Gz, kdepys=p/3, que = g2,

pod Cardanovym jménem [9,10].

Poznamenavame, Ze di@ni s timto vzorcem je slozité. | vipad UsgSnosti vyZaduje zraou
pozornost a neni pro oksjnou kalkulaku. Vhodrj§i je EXCEL. Nap. u rovnice X* + 12x—2 =0 je

Pz=4, Qup=1, + Pig+0F, =8.062257748,
-3 3 2 - - 3 2 -
5 = \/ D3+ 0%, + 0y, =2084869151, 5= 3y pds + 02, — 0y, = 1918565633

akdenx; =s; —s, =0.166283519.

Pro vypd@et redlnych kteni kubické rovnice na zadany &t desetinnych mist je proto vhagsi
pouzit rekterou numerickou metodieSeni obecné rovnidéx) = 0 se spojitou levou stranou [3].

Vezmeme-li kubickou rovnici n@pv redukovaném tvaru, je jeji leva straréx) = X2 + px — q
diferencovatelnou funkci. Pre? > |p|/3 ma kladnou derivaci,l(k)/dx = 3¢ + p > 0 al(x) je tedy
rostouci. Dale lim,_, [(X) = =0 , lim,_ ., I(X) = +e0. Podle Bolzano—Weierstrassovyty existuje x
takové, ze I(x) = 0, tedy kubicka rovnice s realnymi koeficiemha vzdy aspb jeden realny kien.
Obecrji: kazda algebraicka rovnice lichého stagrealnymi koeficienty ma realny iem.

AlgebraickéieSeni rovnic bylo poditné tim, Ze fivadélo matematiky k novym
¢iselnym obolim. Naf. rovnicex + 2 = 0 vede k zapornémiislu x = —2,x* — 2 = 0
vede k iracionalnimdislu +/2 , 2 + 2 = 0 vede k imaginarnintisiu x = i/2 atd. Tyto
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pojmy se usilim mnoha matematikpostup® do matematiky zdenily a dnes jich
pouzivame samdegjme. K daslednému pouzivani komplexnichisel gispél Raffael
Bombelli knihou Algebra (1572), kterou pagidstudovali G. W. Leibniz i L. Euler.
UvaZujme znovu kubickou rovnict® +12x — 2 = 0. Lze ji psét ve tvaru
0=xX+12x—2 = k—x)(¢ + ax +b),
kde x; =0.166283519 je jeji prvni kden ugeny teba numericky. Roznasobenim
pravé strany a srovnanim koeficigistejnych mocnix najdeme
a=x;, b=2/x.
Dalsi dva keeny kubické rovnice® +12x— 2 = 0 jsou tedy keny kvadratické rovnice
X% + XX + 2/% = 0,

1
%ea= =5 (xl + ¢ —8/x1) =-0.08314175% 3.467093544 i.

Kratce poresSeni kubické rovnice se pdilla takéresSit rovnici 4. stupé pirevedenim
na sodin dvou kvadratickych trgjend. Rovnice vySSich stuii se algebraicky obeén
feSit nedaji. Trvalo vic nez 2 stoleti, nez nemotmbgebraickéhaeseni rovnice 5.
stupré dokazal N. H. Abel (1802-1829). UpligSeni problému algebraickésitelnosti
rovnic stup® > 5 podal E. Galois (1811-1832). Uvahyiesitelnosti jej vedly k
vytvoieni zaklad teorie grup [5,11].

o 2.5-3
m2-2.5
01.5-2
O1-1.5
m0.5-1
o 0-0.5

Obr. 1.2 — Funkc&(x, y) = | (x+iy)* + 1| na intervalu[-1, 1]x[-1,0].

Ulohu konstruktivnihoreSeni algebraické rovnicB(z) = 0, kdeP je polynom
s komplexnimi koeficienty, Ize ipvést na problém najit minimum vhodné spojité
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funkce dvou prornnych (reélné a imaginarni slozky komplexni p¢anez = x + iy),
treba absolutni hodnoty polynoriy

F(x,y) = IP@)| = (IRek+iy)| 2+ [Im(x+iy)[»Y? O — min.
Piiklad je na obr. 1.2 pro jednoduchy polyn&(z) = Z* + 1. ProtoZe kieny polynomu
s realnymi koeficienty jsou komple&sdruzené, sta pracovat v polorovidy < 0 nebo
y > 0. K hledani minima se zvolenoiegnosti Ize pouZzit genetického algoritmu [3], o
kterém pojednavala uZ¢xdnaska [12].

1.2. Logaritmy

.....

geometrické posloupnosti mocrark> 0 s aritmetickou posloupnosti exporient
al,a,a’ .. d- 1,23, ..
ReSeni rovnica® = 1,a =1 +h, ..., & = a — h, a vytvaeji na realné ose
logaritmickou stupnici s proémnym krokem (obr. 1.3).

a aloga(x)

X

"] | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 086 07v 08 09 1
log,(x)

Obr. 1.3 — Konstrukce logaritmické stupnice na honitalni ose.

Souin kladnychgiselb, ¢ > 0 se da p#itat tak, Ze sedakym zpisobem (interpolaci)
najdou exponentf, y takové, e b=aP, c=a". Tyto exponenty se s®u, B +y =3,
a vypaite se mocnina®. Zrejmg a’ =af" =aP a¥=bc (obr. 1.4).

2
2log2 X
XX
!
|
|
1
b |
| !
| |
X4 _ ! |
L l 0 log, X,
| | | i—! “_—|
1 I : ‘ 0 log, X, log, x,x,

0 I092){1 Iogzxz k 1
log, x+ log, x,
Obr. 1.4 — Gitani logaritmi znamen& nasobeni jejich argument

MysSlenku grevést nasobeni néditani uvéejnil jako prvni skotsky baron John Neper
(Napier) 1614. Nezavisle se stejnou myslenkiisgb 6 let ped nim Svycar Joost Biirgi
(1588), ale publikoval ji teprve naigaz Johanna Keplera 4 roky po Neperovi [13].
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Ze slovlogos= proporce arithmos= ¢islo Neper sestavil nazev logaritmus. Vlastni
metodou Neper vypdtal tabulku logaritni, kter4 odpovidala zakladue™, ale pojem
zakladu jest neznal. S ideou logaritinseznamil svéhofifiele Henryho Briggse a oba
se dohodli na zaklada = 10. Briggs 1617 publikoval tabulku 8mistnych agickych
logaritmi celych ¢isel od 1 do 1000. Po Nepetosmrti (1617) Briggs vypracoval
obsirné tabulky dekadickych logariimkteré 1624 publikoval v knize Arithmetica
logarithmica.

Prirozené logaritmy In se objevily v souvislosti spexencialni funkci’e kde e =
2.71828 18284 59045... Prvni tabulkuXrvypracoval John Speidell 1619. Funkde e
ma tu skélou vlastnost, Ze je invariantem derivovani,=e(€) = (€)" = (&) ...
(uzivdme Lagrangeova ozfemi ~ misto d/® =~ misto didé ..), a integrace.
Exponenciélni funkce a logaritmus jsou vzjénmverzni funkce a na vyget logu
Ize nahliZet jako na Glohu najfeSeni rovnice f(x) = a —u = 0 . To vzhledem
k monotonii a spojitosti mocninné funkce netiigouZiti pd&itace obtizné.

Aby se pi ru¢nim paitani daly operace s logaritmy pro¢é@fektivre, musely byt
pro zvoleny zaklaa pii dosti bohaté posloupnostis} vypracovany tabulky exponeint
Diive zmirgna Fibonacciova posloupnost ukazuje, Ze uz vhodpissam o sabmize
inspirovat. MiZe nap. sta&it k tomu, aby se 2Zalo uvaZzovat o nekotrych procesech.

Piikladem niize byt vytvdeni nekon&nych posloupnosti, sétu a sodinu jejich
¢leni (fad a nekonmych sodint), nebo tvorba vyrar

(2) \/c+\/c+\/c+..., (2) S S atd.

1
c+

1
c+
c+...

S €mito objekty se zachazelo @s nekorektth Swtlo prinesla teprve definice
limity vyslovena v 19. stoleti B. Bolzanem (1781483 a A. L. Cauchym (1789-1857)
[14]. TakZe dnes dZeme uvazovat naptakto:

(1) Je-lic> 0 a existuje-li konnéC = y/c++/c++/c+..., jetakéC=+/c+C.PakC’=C+c a

tato kvadraticka rovnice ma tenyC, , = %i /1 +¢ .- Kladny kden jeC,; = 11, c-
4 2 V4

(2) Je-lic# 0 a existuje-li kongnéC = 1 , jeC=
1 c+C

1
c+..

, takzeC? + cC— 1 = 0. Rislusny

c+

c+

2
koren jeC, = —% +sign@) .| & +1. Nag. proc = -8 dostanem€; = 4 — /17 =0.1231056...
4

Jak vlastn pccitali Neper, Briggs, Speidell logaritmy, jsem neagjal. Dnes je to
ale pro matematiku pouha historie. Je d&jisté, Ze pouzivali ¢jakérady.

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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V zakladech diferencialniho gt se odvozuje Tayléw rozvoj

2 X3 X4 X5 X6

IN(L+x)=x— 2 + 2 X 4 X X
2 3 4 5 6
Rada vpravo je konvergentni pro —1x<< 1, ale konverguje rychle jen pro
v tésném okoli 0. Nap pro vypaet In 2 na 6 mist, tedy pso= 1, bychom pdebovali
1 000 00CElend.

Podstatné zrychleni konvergence pétsix > 0 ginasi substituce (obr. 1.5).

x(u) = 1-u nebo inverza u(x) = 1-x
1+u 1+X
1
0.8 /
0.6 -
u
0.4 -
0.2
O L) L) L) \ L) L) L) :'
) 02 04 06 08 N 16 _ 18 >
0.4
Obr. 1.5 — Graf funkca(x) = =X (au(x) = x).
1+x
Pak
_ 2 3 4 5 6
Inx=In2"% = in@-u)—In(@L+u)=(u-" W U _u
1+u 2 3 4 5 6
uz ud out o u®
—(U—— + — —— + — —— +..)
2 3 4 5 6
3 5 7
u>  u> | u
=2U+ — +— +— + ...)=2(u).
u 3 T 5 ) =Z(u)

Rada> (u) konverguje rychle pra blizka 0, tj.x blizka 1 (i(X) < x prox > x/E—l).
Chceme-li pro zaklad > 0 a rjakéx > a pcitat log, X, délime postupa x ¢islema
tolikrat, az dostaneme podil mezi 0 a 1. Ngpoa = e (= 2.71828...)
100 = 36.78794412 e = 13.53352832¢.. = 0.673794699°%

In 100 = In 0.673794699 + I & In 0.673794699 + 5.
k

PoloZmex = 0.673794699) = i;—x =0.19488967Cleny a, = u? nésleduji v tabulce.
X

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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k ay Protozeax maji stejné znaménko, odhadujeme chyRu
1 01948896727 nyi preruseni sottu zaclenema, takto:

3 0.0024674322 ;

5 0.0000562308 g™z oyt u™ 2, .4 _u™? 1

Z 0.0000015255 Rn_n+2+n+4+...<n+2(1+u +U +...)—n+21 5

9 0.0000000451 -u

11 0.0000000014 V naSem pipadt R, < 4.7x10™a In 100= 5 — 2x 0.1974149077

Sowet 01974149077 =4.605170186  (In 0.67379469% —0.394829815)

Logaritmus se zakladerm > 0 se vypo6te pomoci firozeného logaritmu podle
vztahu
In x
loga x = —.
Ina
n3 _ 1098612289, ) 5385606273, logB = "> ~0.959713...
In10C  4.60517018 InTt
ProtoZe jsme zvykli pracovatésly v desitkové soustdytj. reprezentovatisla
jako souwet nasobik mocnin 10, je nejpohoddjsi pracovat s dekadickymi logaritmy.
S timto &elem se jako technicka pdicka dive pouZzivalo logaritmické pravitko se
stupnicemi dekadickych logaritm Po nastupu elektronickych kalkték ped 20-30
lety se velmi rychle stala anachronismem. Vic atdgech je uvedeno napr [15].

Nap. [0gipo 3 =

1.3. Teoriecisel

V teorii ¢isel se ¥tSinou pracuje sifrozenymicisly, tj. prvky mnoziny N ={12,3,...}.
Opakovanym &tanim se tvii ndsobky. Nap sud&isla jsou dvojnasobkyipozenych
¢isel. Operacemicétani a nasobeni z oboruinpzenych ¢isel nevybdime. Oditani
vede k 0 a zapornynistim {-1, —-2,-3....}. Sjednocenim&hto mnozin dostavame
obor celycheisel Zz ={..-3,-2,-1, 0, 1, 2, 3,...}.

Bohatsi vysledky {finasi operacedkeni. Jsou-lim, n 0 N, n>m a je-lip = n/m
celé,iikame, Zen je ndsobkenm, n je cklitelné m, m je cklitelem n atd. Libovolnam, n
muzeme dlit, /m=c +r, kdec je celacast,c 0 {0, 1, 2, ...} ar 0 {0, 1, ..m-1} je
zbytek. Tak se mnozina cely¢fsel pro danén, modul, rozpada dm zbytkovych fid.
To, Zecislo n pati do zbytkovéitidyr, t. n=c m+r se od Gaussovych dob zapisuje

n=r modfm)
acte: n je kongruentni modulom.
D¢litelnost celychc¢isel tvai rozsahlou kapitolu tradi algebry. B manipulaci
scisly se objevujittzné zakonitosti a snadno vznikajzné hypotézy.

Zvolmen [0 N a piSme je v dekadickém tvaru, tj. jako
N = MNics...NiNo = N 10K + ...+ 10" + n1 .
Protoze vSechny kladné mocniny 10 jsou sudé, ragkoal tom, zdan O N je SUd&i
liché jen posledntislice. Zda jen cklitelné 3 se vysSét také snadno. Kazda kladna
mocnina 10 dava pcekeni 3 zbytek 1, takze
N =n(@BMc1)< + ... +ny(3%3 + 1) =Mx3 + [ +...+ o) an je cklitelné 3 prae kdyz

souet jeho cifer ng +...+ng je cklitelny 3, tj. n= (ng +...+ ng) mod(3).

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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v 0 0 0
. 7 7

‘ 14 4

3 21 1 1
4 28 8

° 35 5

N 42 2 2
! 49 9

8 56 6

o 63 3 3
10 70 0
1 77 7
12 84 4 4
13 91 1
14 98 8
15 105 5 5
16 112 2
1 119 9

18 126 6 6
19 133 3
20 140 0
2 147 7 7
22 154 4
= 161 1
24 168 8 8
® 175 5
%182 2

2 189 9 9

Ve vedlejsi tabulce jsou ve druhém sloupci Gieopené
nasobky 7. Ve 3. sloupci jsou posledisdlice. Prochazi-
li se cislice ve 3. sloupci s krokem 3, dostane se
posloupnost {0, 1, 2, ..., 9} ve 4. sloupci. VesBupci
se v kazdych 10 po s®ébjdoucich radcich vystidaji
vSechny cislice dekadické soustavy. Vezmeme-li
podobnou tabulku nasobi3, 13, 23, ... museli bychom
misto 30 ¢lena vzit 70, abychom s krokem 7 proSli
posloupnost {0, 1, 2, ..., 9}. U 9 je to krok 9 u fok 1.
Cleny posloupnosti nasobks korti jen na 0 nebo 5, u
vSech sudyclkiisel na 0, 2, 4, 6, 8 atd. Tak gegsani
¢isel jaksi automaticky fiZze vyndit fada otazek, ale ty
vétSinou vedou k jednoduchym zakonitostem.

Z antiky znameEuklidizv algoritmus (Eukleidés
Zz Megar, asi 450-380tpK.) pro nalezeni ne§tSiho
spole&ného dlitele dvou celychéisel, resp. polynoi
Jen pro osézeni: ctlitelé se cvkicky déli zbvtky, dokud
neni zbytek 0. Posledrdlitel je nejwtSi spolény.

Pro ilustraci uvadime 2klady.
1. Procisla 2424 a 1992

2. Pro polynomy

2424 1992 = 1 (432)
1992 432 = 4 (264)
432 264 = 1 (168)
264 168 = 1 (96)
168 % = 1 (72)
96 72 = 1 (24)
72 24 = 3 (0)

xX*—1 X+2x+1 = X

X+ 25+

-2 X1 X¥+2x+1 = -X

—2 X—43C-2x

3+2x-1 X¥+2x+1 = 3

3+6x+ 3

—Ax—4

X+2x + 1 —4x-4 = x4

XX

X+ 1 —Ix-4 = -1/4

x+1

0

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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Prvocisla
Je-lin O N cklitelIné pouze 1 a samym sebou, nazyvarsecislo. Uz Euklides dokazal,
Ze prvaisel je nekonéné mnoho. Jehoikaz je sk¢lym piikladem dikazu sporem.
Kdyby totiz prva@iselp bylo kon€&n¢ mnoho, vytvéila by mnozZinu P =, ..., pm}
o m prvcich. AvSakéislo q = p;...pm + 1 0 N neni dlitelné Zadnym z nich, proto by
samo bylo prvdislem. Tedyg O P, a sotasre q O P @#Zpw, k=1, ...,pm).
SlozitjSi jemala Fermatovadta:
Je-lip prvagislo am prirozenécislo, jemP —m dglitelné p, tedym® = m (modp).
Dukaz Ize najit v kazdécebnici algebry, tedy napv [9,11] a na webu.
Nap. 4° — 4 = 1020 = 204% 3 — 3 = 240 = 488 nebo 3— 3 = 2184 = 312k

Pierre de Fermat (1601-1665) je znam hégako autor
tohoto tvrzeni:

Velkd Fermatova dta. Rovnicex” +y" = Z' je v oboru
prirozenychéiseleSitelna jen pro = 1, 2.

Fermat si na okraj latinskéhdgiladu Diofantova
spisu poznamenal, Ze naSel podivuhodifigad tohoto
tvrzeni. Trvalo vSak téai 3 stoleti, nez tutodtu 1994
dokazal Andrew Wiles. Jehoiklz je tak dlouhy, Ze
zabirad knihu. Dnes se ma obécrato, ze Fermat se
prost myilil.

Jiseé se ale mylil, kdyz se domnival, Ze vSechna

Pierre de Ferma{1601-1665)

&isla2? + 1 jsou prveisla. Ale o tom uz byla zminka
v prednasce o Gaussovi [16] a k Fermatowyshim se jedt vratime pozédi (odst. 3.1).
Fermat si dopisoval s B. Pascalem
(1623-1662). Oba tyto Francouze Ize
povazovat za zakladatele nové
matematické  discipliny -  teorie
pravdépodobnosti [17]. Oba Ize také
povazovat za  mkopniky  metod
diferencialniho p&u - pro pirastky
nezavisle a zavisle pramné pouzivali
metodu charakteristického trojuhelnika.
Fermat odvodil metodu hledani extrém
realné funkce jedné pramné [12]. Pascal
Blaise Pasca(1623-1662) je znam zakonem z mechaniky tekutin
(tlak v tekutirg nezavisi na simu), postavil mechanickou kalkuleu atd. Uvazoval také
0 integralnim p&tu a na jeho dilo navazal pagid_eibniz.

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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1.4. Geometrie
V 16. a 17. stoleti vySly v Evrédatinské pekladyieckych antickych autér Euklides
1482, Archimédes 1558, Diofantos 1621 a dalSi [Ejklidovo dilo tvdilo svou
architekturou vzor i pro ostatni matematické dikieip

Studium fecké matematiky bylo sami@me inspiraci. Nap Pascal v 16 letech
objevil vétu o kuzZelos&kach znazorénou na obr. 1.6.

Obr. 1.6 — Pascalovadgta pro elipsu: pfise’iky pimek 12 a 45, 16 a 34, 23 a 56 lezi na jedfidpe.

Je to jedna zd&t projektivni geometrie. Jina, Desarguesovay kterd Pascalovi
slouzila jako vzor pro prezentaci jehéty [5], je na obr. 1.7. Pascal vynalezl hap
barometr, hydraulicky lis, injeki stikacku.

Gérard Desargues (1591-1661) je povaZzovan zadadkla projektivni geometrie
[19]. Jeho antickym fedchidcem byl Pappus z Alexandrie, ktery Zil kolem r&Q0
(pozoroval zatreni Slunce 18.fijna 320). V projektivni geometrii se uvadi mnap
Pappova #ta [20].

Obr. 1.7 — Desarguesovata: prise’iky prodlouzenych stran 12 a 45, 13 a 46, 23 a%6rna jedné
primce.

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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V 17. stoleti zil také filosof a matematik Renésbartes (1596-1650) [21], mezi
jehoz zasluhy pét nalezeni souvislosti mezi algebrou a geometmi. pbzdji vedlo
k vytvoreni analytické geometrie. Ukazal, Ze mnoho geounigtcth problénmi se da
transformovat na algebraické ulohy. Tim poloZilgedze zakladnich kam&ipro vznik
matematické analyzy, tj. paani s infinitesimalnimi vetinami, které Newton a Leibniz
rozvinuli pozdji do tzv. kalkulu. Jeho Geometrie (1637)
vSak neobsahuje ani kartézské ismimice ani rovnice
piimek, kuZelos&ek nebo kvadratickych ploch [5].

Descartes je znamygrevsim dikydeni Cogito ergo
sum(= UvaZzuji, tedy existuji) a rozpracovanim filoso¥
Meditacich o prvotni filosofii mechanickym pojetim
swta a atomismem, objevem zakona zachovani mament
v mechanice, diskusi o metodach uvazovani. Z ajgebr
zname Descartesovo pravidlo: ¢ed kladnych kéem
realného polynomu je roven ga znaménkovych zém
v posloupnosti jeho koeficientsgazené podle stugn
René Descartgd596-1650)  mocnin prondnné minus sudéslo [22].

Descartes se snad jako mlady Slechtiastnil bitvy na Bile hie 8. listopadu 1620 v ciiském
vojsku. Pozdji jej, uz jako slavného filosofa, pozvala kralovKaistina do Svédska. Tafj$i studené
podnebi mu v3ak ne&¥ilo a po kratkém pobytu zewl ve Stockholmu na zépal plic [20]. Po jeho smirti
kralovna Kristina abdikovala agstoupila na katolickou viru.

1.5. Analyza

Ideje manipulace s nekatré malymi, infinitesimalnimi veliinami se zrodily uz ve
starémRecku. ZvySovanim gidu stran pravidelného mnohouhelnika ziskal Archieséd
(?287-212 p K.) odhady¢isla Tt 3'%; < m < 3Y;. Vypotet a tabulka obsah
pravidelnych 2ihelniki vepsanych do jednotkového kruhu jsou uvedeny.nafl4],
str. 52-53.

Archimédes je kazdému Skolakovi znarfegevsim jako fyzik. O mechanické
metod Archimédovy metody wovani ploch pojednava prace [23] nebo oieidpasel
V. Zika [24]. Zde nepouzijeme postupného wyplani geometrického objektu stale
mensSimi jednoduchymi objekty znamé miry (exhaustmatoda), jen ukazeme obecny
princip vypcaitu ploch a objerh geometrickych aGtvdrlimitnim prechodem.

Plocha kruhové podstavy valce je?, valec o vySceH miZeme rozloZit nan
nizkych valeka vyskyh = H/n s objemen\V = 1r?h. Objem celého vélce je

v:i AV=nAV=nmr*h=1r°H .
k=1

U rotaniho €lesa s polorem zavislym na vySce nad podstavou, jako je sud
nebo koule na obr. 1.8 ziskame timtasgbem odhad:

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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V(n) :i AV =T1th i rA(kh).
k=1 k=1

U koule o poloniru a je podle Pythagorovydty r’(z) = a® — Z, tedy proz = kh je dolni
odhad objemu koule (symetrie asyzhledem k p&atku 0)

a2

V(n) = 21h 3 (a2—k2h2)=2n% M- 3 B¥=2nd1l-=73 1.
k

=1 3

n2 k=1 n~ k=1

L
A
P
D >y

Obr. 1.8 — D¥ rotacni télesa.

n
ProtozeY K= g(n+1)(21+1) (poznamka dale), je
k=1

V() =21t (1 - = D (1)(@n+1)) = 2ma’ (L - = (1+5)(2+2)) .
n°> 6 6 n n

KdyZ nyni porosten do nekonéna a tlougka vrstvitek h bude konvergovat k 0, bude

V= 2@ limy e (1 -2 (142)@24 ) = 2ma8 (1 — = limy_o (14 2)2+ 1)) = 2 11dd
6 n n 6 n n 3

Obr. 1.9 — Koule vepsana do vélce ¢Bbpohled.

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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Koule vepsana do vélce s polénam podstavya vySkouH = 2a (obr. 1.9) ma stejny
polomsr a. Jeji objemViouse :g ma>, objem valce j&/ysec = TB?x2a. Pak oviem podil
objemi
4’
3

Vioule —

Vvalec 2ma
Tento vysledek uvedl Archimédes ve svém spisu @i leovalci [25].

winN

Snadno lze ukézat, Ze rovnostranny valec vepsaikpdle o polordru a ma objem

(VP :%n a® =—L V4 a stidavé vpisovani koule a valceiie pokraovat: Viaec n = 2 Vugeo

V2
Vkoulen = 2—n/2 Vioue, N =1, 2, ...

n
PoznamkaSouty Sy(n) = > k", m=1,2,3, 4.
k=1

n
e SowetS§(n) = Y k=1+2+..+n jeznamy sotet aritmetické posloupnosti, aleizeme jej utit
k=1
také pomoci satiu ¢tverai.

i (k+1)2:i (k2+2<+1):2n: k2+22n: k+Zn: 1.
k=1

k=1 k=1 k=1 k=1
Protoze
n n n n
25(N)=2% k=Y (k+1f=3 K-> 1=@+1f-1-n=n+n=n(n+1)je
k=1 k=1 k=1 k=1
S(n) = Ln(n+1).

2
* AnalogickyS(n) odvodime pomociétich mocnin.

n n n n n n

D ok+1P=> K+ +XK+1)=> K+3) K +3> k+ Y 1;takze

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
35N =n+1F-1-J(n)-n=n*+3*+3n+1-1-FH(n+1)/2-n.
Po vynasobeni posledni rovnitislem 2:
6S(n) = n° + 6n’ + 6n— A°-3n—N=n (20’ + 3+ 1) =n[n(2n + 1) + T + 1] , .

S =1n(n+1)(n+1)
6

* Je Zejmé, Ze takto lze poltavat. Nap.
S = 12 (n+1)%=S2(n), S(n) = N [n¥(6r® + 151+ 10) — 1] atd.
4 = 30

Vypocet objend je sowasti integrélniho padu, lidow fe¢eno scelovaciho nebo
suma&niho pdtu. S nim je Uzce spojen diferencidlnicgipjehoz nazev je odvozen
ze slova diference, rozdil. A historie nds vedeZ kzmirenému charakteristickému
trojuhelniku u funkce jedné reélné préimeé. Riklad je na obr. 1.10.

Obr. 1.10 nazriaje, Ze tam, kde rozdilfy pti rostoucimx me¢ni spojie znaménko
z kladného do zaporného, ma funkce maximum. Mavlastnost poukazal jiz Fermat.
Bylo mu také rejmé, Ze firtistky nezavisle prodmné musi konvergovat k nule, aby se
poloha extrému funkce dala ditr presré. Podob® uvazovali Pascal, Descartes,
Huygens a dalsi.

F. KOUTNY: Leonhard EULER
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YA

Ayt

s

._,,// N\

0 | X
Obr. 1.10 — Velikost zén hladké funkce. V okoli extrému se charakterigtiodjuhelnik redukuje.

UcelergjSi vyklad limitniho gechoduAx, Ay - 0 vedl pojmu derivace funkogx).
Isaac Barrow, Newtarv witel, stravil 4 roky cestami po Evrdpa seznamil se
s pracemi evropskych a zejména francouzskych mateimaPrevzal diferencialni
(charakteristicky) trojuhelnik a odvodil vzorec pwypcocet délky oblouku rovinné
kiivky. Newton nazyval derivaci funkcg fluxi, zn&il ji te¢kou, y. Chapal ji spiS ve
smyslu mechaniky, napje-li y draha, nezavisle pramnat cas, je yrychlost [12].
Toto zn&eni pro derivaci podl&asu se ve fyzice pouziva dodnes.

Pro matematiku je vS8ak mnoherirpzergjSi a vhodgjSi zna&eni Leibnizovo, kde
se limita podiluAy/Ax ozna&uje jako derivace funkcgXx) podlex.

U jedné prominné

lim AY .\ _ lim Y(X+AX) - y(x) _ dy
—(x) = ==,
B0 o 0= ailo T o
u funkci vice prornnych je nap parcialni derivace podle druhé pr&imeéx;
lim Y% X2 &%y, X3) = Y(X4, %0, X3) _ 0y
Ax-0 - (X]_,
JAVOS 0 Xy

apod. [14]. Bitom 0 vyjadiuje, Ze jde o parcialni (@i) zménu jen u jednoho argumentu
funkce. Toto ozngeni infinitesimalni parciélni zémy zavedl Legendre kolem r. 1786.
Zobecrni derivace funkce jedné prémmé na funkce vice pramnych je tedy
snadné. Leibniz vychazel ze Sirsi filosofické bazmnazil se zachytit logiku spravného
uvazovani obeen Parcialni derivace v Newton®gymbolice neznam.
Mezi Newtonem a Leibnizem vznikl prioritni spor,12]. Dnes se ma zato, Ze
k operaci derivovani a inverzni operaci integracspdi nezavisle [5]. Je-liF(x)
diferencovatelna funkce & derivacd-, plati zakladni formule integralniho ¢io
b
[ #(x) dx =F(b) =F(a) .
a

Nazyva se Newtonova—Leibnizova formule (ale znaliji Newtoriv ucitel Barrow
[26]). Tato formule se da zohgmvat v iznych sndrech [14].
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1.6. Diferencialni rovnice, mechanika a dalSi rozvoj emaatiky
Pronenné, funkce a derivace mohou byt svazany do reldiéerencialni rovnice.
Nap. zrychleni volného padwlesa v atmosi@ zavisi na vysce a odporu vzduchu,

ktery je funkci rychlosti desa, R(é—"{). Pad z malé vysSky, > 0 a pi bezwtii Ize
aproximovat jednodusSim pohybem s konstantnim g@aim zrychlenim g a
linearnim odporem VZdUCW%)/% = const kvadraticka zévislosR(a—di/) = %’ (L + czé—"i’)

by samo¥ejmé byla realistétéjsi [27], jak doswdci kazdy cyklistd
d? d
—Yy+tg+a—y=0 *)
dt 2 dt

s paateinimi podminkamy(0) =vyo, %(O) =0.

Relace (*) je lineérni diferencialni rovnice & jeggSeni se najde snadndepiSeme ji do tvaru

%(%y +ay) =g Z ng dostaneme%y +ay = gt + ¢, kdec = const. Pra = 0 z p&at&nich
podminek plyneélj—t y(0) +axy(0) = -gx0 + c, ti. c = ay,. ReSeni nové diferencialni rovnice

Ly+ay=gt+ay

hledejme ve tvaruy(t) = C(t) €®. Po dosazeni dostaneme

%y(t) +ayt) = %e““— aCe™ +aCe™ =gt + ay, tj. % =(-gt+ay) e a

t t
ClH)-Q0)= [ (-gt+ay) e'dt=ye"—gf te'di=ye"~1)- 9 [te'+ L1 -é.
0 0 a a

TakZey(t) = {C0) +yy(€*-1)— 9 [t + L (1 -&Yy e =C(0) e - 9 t+ +L2 )1 — e,
a a a a

odkud prot = 0 plyne: y(0) =y, = C(0).

Rovnice (*) ma proa # 0 reSeni
_ g g -at
t)=yo— =t+ =\1-e 7).
ORI a2( )
Po rozvinuti exponencialyiadu
2 3 4 5
BV S S - S
y(t) =yo— > +ag(3! 4 + 5 ]
je ihned #ejmé, Ze proa = 0 (nulovy odpor) dostavame elementarni volny péd
vakuu.
Obr. 1.11 ilustruje padiesa v gravitdnim poli na povrchu Zei(g = 9.8m/$)
z vySky 10m pi riznéma, tedy s iznym odporem prosdi. Funkcey pro nejhustsi
prostedi sa = 3s* je prakticky linearni uz pro>1s (kdmen ve va, u funkcey pro
a=0.25" by se linearity dosahlo aZz po mnohem del&se (>30s, kdmen ve vzduchu).
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a=0/s

8 \ o
\ a=3/s
6

Vyska 'y, m
D

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Cast, s

Obr. 1.11 — P&d v konstantnim gravitdm poli s fiznym linearnim odporem praéstli

Tento fiklad naznauje, jak girozeré a snadno pojmy derivace a integralu vedou
k diferencialnim rovnicim a aplikacim v realnémétsy Pred 3 stoletimi to byly
piedevsim fyzikalni aplikace v mechanice, opticeroastmii.

V 17. stoleti se uz krotnknih zaaly vydavat i periodickétasopisy. Tim se
podstatg zvysila rychlost §&ni novych poznatki pocet lidi zapojenych do vyvoje
matematiky tehdy je§theodmyslitel propojené s fyzikou a astronomii.

Napr. ve Francii vyznamhprispél k obecné vzéanosti
Jean le Rond d’Alember{1717-1783) [28], spolueditor
(s Denisem Diderotem) ubec prvniho souboru tehdejSich
poznatki, znamé francouzskeéncyclopédie

Jeho matka ho jako nemanzelské novordziozila na
schodist kostela Saint Jean le Rond, a podle zvyku byl tedy
pojmenovan podle patrona kostela. Brzy jej adogtovana
jednoho skleni&. Jeho vlastni otec, Slechtic éstbjnik, tajré
platil péstourim na jeho Zivobyti a vzfni.

D’Alembert formuloval jako prvni zakladnitu algebry
dokazanou pozgi C. F. Gaussem [16]: kazdy polynom
s komplexnimi koeficienty ma v komplexni rowinaspad
jeden kden. V teoriigiselnychiad se uvadi d’Alembertovo
podilové kriterium absolutni konvergen@aly [14]:

jestlizel A+l
a

<q<1fada) ,_ a, absoluts konverguje.

Jean d’Alember{1717-1783)

D’Alembert podstathpiispél ke zgresréni pojmu limity. Z mechaniky zname d’Alembévtprincip
[27,29,30], z mechaniky kontinua[30,32], matematid¢iziky [33,34] i matematiky [14] d’Alembertovo
feSeni vinové rovnice, popv jedné dimenzi rovnice kniditstruny,

0%u _ 5 0%

gu_,e204,

at? ax?
kdex je délkova sotadnice strunyt je ¢as au(x, t) je vychylka bodu struny kolmo na osu struny dili
Snadno se @i, Ze pro libovolné dostateé hladké funkcd, g je u(x, t) = f(x + vt) + g(x — vt) obecné
feSeni rovnice struny. Nazorny vyklad s animacemilajit na internetu [34,35].
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Zatimco v Anglii nevhodna symbolika Newtonova agekult rozvoj matematiky
brzdily, symbolika Leibnizova a nadnarodni pojetily na kontineni vedly k rychlému
rozvoji novych metod. Kolem r. 1700 a pégde na 8m znané podilel rod Bernoulii
ve vice generacich ze Svycarské Basileje (Basal).jeT historicky velmi unikatni
fenomén [5,37]. Z rodu Bernouiluvadime jen d¥generace:

@ Jakob Bernoulli (1654—-17089)Y1 — Bernoullihogisla, dif. rovnice, binomické rozteni,
@ Johann Bernoulli (1667-1748) — mladSi bratr Jakdba. kmity struny,

@ Nicolaus | Bernoulli (1687-1759),
@ Nicolaus Il Bernoulli (1695-1726),

@ Daniel Bernoulli (1700-1782)11 - Bernoulliho rovnice, princip a petrohradsky paradox
@ Johann Il Bernoulli (1710-1790),
@ Johann Il Bernoulli (1744-1807).

Jejich gedek, Leon Bernoulli, pochazel z Antverp a z nahekgch divoda v 16.

stoleti emigroval do Basileja'qd Spatlskou nadvladou.

Nekteré pojmy spojené se jménem Bernoulli:

1. Bernoulliho diferencialni rovnice (Jakob Berdpul695): y* + P(X) y = Q(X) "
(dslenimy” a substituciu = y*™ se linearizuje)

2. Bernoulliho (alternativni) distribuce prajgmbdobnosti (Jakob Bernoulli) [37]

_p prok =1
itk p) = {(1— p) prok=0"

Sloupy vody zvednuté podtlakem za proudovymi mtgtagla leticiho nizko nad hlading88].
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3. Bernoulliho princip (Daniel Bernoulli, Hydrodymaca, 1738) u nesttéelnych (ale
i stlaitelnych) tekutin: rychlost tekutiny se zvySujee&h-li potencialni energie
(tlak). To krass demonstruje vztlak uildel ptaki a letadel nebotpdchozi efektni
obrazek pevzaty z [38].

=

Jakob Bernoull(1654-1705). Johann Bernoull{1667-1748), Eulér witel.
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2. LEONHARD EULER — ZIVOTNI DRAHA 39

Leonhard Euler se narodil 15. dubna 1707 v Bas{Rgisel) ve Svycarsku. Jeho otec,
Paul Euler, vystudoval teologii na basilejské ursit¢ a nav&voval také matematické
piednasky Jakoba Bernoulliho. Paul Euler a Johannd®dir jako studenti dokonce Zili

v dome Jakoba Bernoulliho. Pogjlse Paul Euler stal protestantskym pastorem aibze
se s Margaretou Bruckerovou, r@Zndcerou pastora. Jejich syn, Leonhard, se narodil
v Basileji, ale kdyZ @l asi rok, rodina seipsthovala do Riehenu nedaleko. Paul Euler
mel jakési matematické vzthni a mohl tedy sam vzlhvat svého syna i v elementarni
matematice.
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Leonhard zé&al chodit do Skoly v Basileji achem Skolni dochazky bydlel u své
babiky z matiny strany. Skola, do které Leonhard chodil, byéaaina a v ni se Euler
0 matematice mnoho nedaél. AvSak otdév vyklad vzbudil jeho zajem o matematiku,
takZze sam z@l ¢ist matematické texty a hledat cesty k dalSimwhard. Paul Euler si
pial, aby se jeho syn stal také pastorem. Proto Y &lebnhard Euler Zal studovat na
universi¢ v Basileji. MEl nejprve ziskat vSeobecné wkhi a pak nastoupit na
teologickou fakultu. Otitv pritel, Johann Bernoulli,ipsoukromych lekcich brzy zjistil,
Ze Euler ma obrovské matematické nadani. Eulséto popsal takto [39]:

“...Brzy jsem naSel /flezitost byt pedstaven slavnému profesoru Johannu
Bernoulliovi ... Pravda, # malo casu a tak hned odmitl davat mi soukromé
hodiny. Ale dal mi mnohem cef§i radu, abych z&l sam studovat obtigj$i
matematické knihy a to tak pénjak to jen gjde. A kdybych narazil na¢jakou
obtiz nebo fekazku, Zze za nim mohu kazdéc¢hgdodpoledne fjit, a on mi
vys\etli vSechno, co jsem nepochopfl...
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V roce 1723 Euler doka@i magisterské studium ve filosofii praci, v nibgnava a
stavi proti sob filosofické ideje Newtonovy a Descartesovy. Na zod 1723 podle
piani svého otce Zal studium na teologické fakealtAle presto, Ze po cely Zivot byl
oddanym keg'anem, nepocoval pro teologicka studia, studiurectiny a hebrejstiny
takové nadSeni, jaké w¥m vzbuzovala matematika. Pofipluvach Johanna
Bernoulliho otec nakonec souhlasil, aby se Leonhaaniiil na matematiku. Jist
v tom sehralo svou rolifptelstvi otce s Johannem Bernoullim.

Euler ukowil své studium na universitv Basileji v roce 1726. hem svého studia
a na doporéeni Johanna Bernoulliho prostudoval mnoho mateatic praci. V roce
1726 uz byla otigha jeho prvni kratkd prace o izochronach v klidnprostedi
(spojnic mist sotasného vyskytu &akého jevu nebo hodnoty). V dalSim roce, 1727,
tedy ve 20, publikoval praci o reciprokych trajefith a do sout?e o Velkou cenu
parizské akademie zaslal praci o nejlepSim unisttoZzah na plachetnici.

Velkou cenu 1727 ziskal Bouguer, expert na ¥fptodi. Euler ziskal druhé misto,
coz byl pro tak mladého adepta krasny vysledekl’ &2 Euler musel shannéjaké
akademicke zasstnani. A kdyz \ervenci 1726 zerel v Petrohra&l Nicolaus (ll)
Bernoulli a jeho misto se uvolnilo, bylo Eulerowdhbidnuto, aby tam vyoval aplikace
matematiky a mechaniky ve fyziologii. Euler to moigtijal v listopadu, ale s vyhradou,
Ze do Ruska pojede aZz nagaxistiho roku. Pro toto oddaleni¢hsvé divody. Jednak
potreboval ¢as, aby nastudoval problematiku spojenou s novystemm, jednak i
nadsji, Ze na univers#t v Basileji ziska misto po nedavno zZetém profesoru fyziky.
Euler tehdy napsalanek o akustice, ktery se stal klasickym fedioZzil jej na podporu
své zadosti. O obsazeni mista v3ak rozhodl losEleriv neprospch mluvil také
nizky wk — teprve 19 let. Ale Calinger piSe [40]:

Toto rozhodnuti fineslo nakonec Eulerovi pro&gh, protoze jej donutilo, aby
odeSel z malé zema dostal se na postaveni mnohem adekj&itrpro jeho
skwlou vyzkumnou a technologickou préci.

Jakmile se Euler d&dgl, Ze katedru fyziky neziskd, odjel z Basileje. pieg jel
lodi po Rynu, pak projel &necko v poStovnim voze do Libecku a odtiigeplodi do
Petrohradu 17. kina 1727. Do Petrohradské akademie nastoupil dkg po jejim
zalozeni Katinou I., Zenou Petra Velikého (1672-1725). Na Z&adDsniela
Bernoulliho a Jakoba Hermanna byidglen do matematicko—fyzikalni sekce akademie
misto mivodné nabidnutého oboru fyziologie. V Petrohtaa¢! Euler mnoho koledy
kteri pro rgj vytvareli vyjimeené piiznivé badatelské prasdi.

Nikde jinde by nebyl obklopen takovou skupinou entirich ¥dci, jako byl

v oblasti analyzy a geometrie jehafiluzny Jakob Hermann nebo Daniel
Bernoulli, s nimZz Eulera krainpratelstvi pojil spolény zajem na aplikacich
matematiky, dale mnohostrannycemec Christian Goldbach, s nimz Euler
diskutoval o0 mnoha problémech analyzy, teeéisel a dalSich.

Euler byl formalg sanitarni portik v ruském namimictvu 1727-1730. Nejprve
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bydlel u Daniela Bernoulliho. Ten &al
byt v Rusku ne&astny a pedtim poprosil
Eulera, aby mu ze Svycarskaivez! ¢aj,
kavu, brandy a ¢aké delikatesy. Euler se
1730 stal profesorem fyziky na Akademii a
protoze mu to skytalo moznost stat se
fadnym ¢clenem Akademie, mohl se vzdat
mista v ruském naniictvu.

Daniel Bernoulli vedl v Akademii sekci
matematiky. A kdyz 1733 z Petrohradu
odjel zgt do Basileje, byl to Euler, komu
bylo toto vyznamné postaveniigeleno.
ZlepSeni platu, které ztoho plynulo,
umoznilo Eulerovi, aby se oZenil.

Jeho Zenou se 7. ledna 1734 stala Katharina Gdedra malie z gymnéazia
v Petrohrad. Katharina byla stefnjako Euler ze Svycarské rodiny.¢Mcelkem 13 dti,

z nichz se dosfosti dozilo jen 5. Euletikaval, Ze gkteré ze svych nejvyziagjSich
objevi ucklal, kdyz choval Bkteré z d@ti, zatimco ostatni si hraly kolem nich.

K Eulerovym matematickym Ugpham se dostaneme pagd ale jiz zde se zda byt
vhodné shrnout jeho vysledky v tomto obdobi jehlvota:

... po roce 1730 pracoval na statnich projektechjtgkah se kartografie, vyuky
vedy, magnetismu, tepelného pohonu migtstavby straj a lodi... Nyni se zalo
uskutéizovat jadro jeho vyzkumného programu s cilem wittvaeorii cisel,
analyzu infinitesimalnich vein vcetre vznikajicich odévi, nauku o
diferencialnich rovnicich a varismim patu, a také racionalni mechaniku. ¥id
tyto oblasti jako vnitné Uzce propojené. Teorigisel byla Zivota dilezita pro
zéklady analyzy. Speciélni funkce a diferencidlovnice byly poebné pro
racionalni mechaniku, z niz pochézely konkrétnblgnmy a motivace.

Publikace mnoh&lanki a knihy Mechanica (1736-1737), ktera ob3iuyklada
Newtonovu dynamiku poprvé préstky matematické analyzy, zawdy Eulerovu
cestu k ¥tSim matematickym dim.

Eulerovy zdravotni problémy &aly v roce 1735, kdy dostal vysokou hike a
hrozila mu smrt. Nedal v3ak o tomedét ani svym rodium ani ¢lenaim rodiny
Bernoullii v Basileji, dokud se neuzdravil. Euliékal, Ze jeho problémy sona za&aly
1738, kdy byl vy¢erpan po dlouhé kartografické préaci, a Zze do rok401

...ztratil jedno oko a druhé bylo ve stejném nehézpe

Ale Calinger [40] si mysli, Ze Eulerovy problémydma jis€ zataly uz dive a
pochybuje, Zze by vysoka haka 1735 mohla byt symptomentilgného namahani
zraku. Dale konstatuje, Ze na Eulefgortrétu z roku 1753 to vypada, Ze levym okem
stéle vidl dohre. PostiZzeno bylo pravé oko, i kdyz ani ganebyl jeS¢ Gplrg slepy.

Daniel Bernoulli(1700-1782)
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Mysli si, Ze Euler oslepl na levé oko patrn
v disledku Sedého zakalu, nikoli Elgného
namahani zraku.

Do roku 1740, tedy jiz ve 33 letechgim
Euler vysokou reputaci. Ziskal Velkou cenu
paizské akademie za roky 1738 a 1740.
V obou pgipadech se podilel na prvni é&en
jes€ s rekym dalSim. Sk#la powst mu
piinesla pozvani do Berlina, ale Euler zprvu
daval gednost pobytu v PetrohradPozajSi
politické turbulence vSak ztae ztizily pobyt
cizinci v Rusku a fisp¢ly k tomu, Ze Euler
zmenil své mirkni. KdyZz potom dostal dalSi
pozvani s lepSi nabidkouiimo od kréle
Friedricha Velkého, odjel do Berlina. Tam
L. Euler (portrét od Emanuela Handmanna 1753Nisto  Spolénosti wd mela byt Zizena

Akademie ¥d. Z Petrohradu odjel 18ervna
1741 a do Berlina dorazil 2&ervence. V dopise jednomiiteli napsal:
Mohu si @lat, co chci (v mém vyzkumu)... Kraé mazyva svym profesorem a ja
si myslim, Ze jsem tim n&gStrejSim clovekem na séte.

Dokonce, i kdyz byl Euler v Berlén byla mu stale vyplacend&ast jeho platu
z Ruska. Za tyto penize kupoval knihy disfroje pro Petrohradskou akademii,
pokratoval v psani ¥deckych zprav pro ni a Skolil mladé ruské adegtyv

Prvnim prezidentem berlinské akademie byl po jgatozeni v roce 1744 Pierre

Louis Maupertuis (1698—1759). Mdupertuis byl Zakem Johanna Bernoulliho. Ved! efpe do
Peru a na sever skandinavského poloostrova, ktéiénim délky 1° meridianu @wily zploS&ni na
pélech zisobené od#edivym zrychlenim §i rotaci Zeng. Jako prvni publikoval princip nejmensi akce
v mechanice [27,29], uvaZoval ¢dicnosti atd. Bohuzel mezi jeho charakteristikyipato, ze genialni

napady Bstaly ve stadiu rozpracovani, nedotazeny do k¢HeB.

Euler se stateditelem matematické sekce a zastupoval Mauperiuidel: jeho
negitomnosti. Oba se stali velkymiigteli, coz doklada jejich dochovana bohata
korespondence [42,43]. Euler v Bedliodved| nesmirny kus préace.

...dohlizel na astronomickou observata na botanické zahrady; vybiral
personal; dohlizel naizné finadni zalezitosti; a speciaridil publikovani
ruznych kalend& a geografickych map, jejichz prodej byl zdrojenijru:
akademie. Kral ukladal Eulerovi praktické ukoly, galbyl r. 1749 projekt korekce
vySky hladiny v kanale Finogwnezi Odrou a Havelou). V té dob také dohlizel na
praci cerpadel a pump hydraulického systému v Sans Sougélevské letni
rezidenci.

Tim vSak v zadnémfifpact vycet jeho povinnosti nekén Byl ¢lenem vyboru
akademie, ktery st na starosti knihovnu agdecké publikace. M dohlizet na vladni
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loterie, poji$ovnictvi, anuity (splacenigpcek s urokem), penze &ldstirelectvo. Krond
toho vSeho jehoddecky ginos v této dob byl fenomenalni.

Béhem 25 let, které stravil v Berin Euler napsal asi 388lankia. Krom¢ toho
napsal knihy o varimim pdtu, o vypa@tech drah planet, oétbstelectvi a balistice
(prelozil a obsahlym dodatkem doplnil knihu o balistiBenjamina Robinsona (1707-1751) 440
matematické analyze, o stavikodi a navigaci, o pohybu &dice, o diferencialnim
poctu. Napsal také adeckopopularni Dopisy émecké princez)y 1768-1772, které
vySly ve tech svazcich).

V roce 1759 zetiel Maupertuis a Euler, bez oficialniho titulu poesita, pevzal
vedeni berlinské akademiefilEjSi pratelstvi a dobré vztahy vy&dala vSak nefizen
krale Friedricha a diky ni fpdsedou akademie jmenovan nebyl. Eulera, ktery
nesouhlasil s d’Alembertem \kterych &deckych otazkach, se velmi dotklo, kdyz
1763 bylo misto presidenta akademie nabidnuto dlertovi. | potom, co d’Alembert
se odmitl pesthovat do Berlina, Friedrich n&gstal zasahovat do chodu akademie. To
Eulera donutilo k odchodu.

V roce 1766 se Euler vratil do Petrohradu a Frabdbyl pri louceni s nim velmi
rozezlen. Brzy po navratu do Ruska Euler onersloarténtt uplné oslepl. Jeho wm
navic vyhdel (1771). Poddo se mu zachranit jen vlastni Zivot a matematické
rukopisy. V tomtéz roce mu operovali Sedy zakatakzse mu na kratkou dobu vratil.
Ale zda se, Ze Euler zanedbal nutnou ochranurarSetraku, takze oslepl definiti¥n
Diky fenomenalni pasti byl vSak i potom schopen poki@avat ve ¥decké praci.
Zabyval se optikou, algebrou, pohybenmgdite. Je UZzasné, Ze po svém navratu do
Petrohradu (ve &u 59 let) navzdory Uplné zttatzraku napsal té# polovinu
z celkového p&tu svych ¥deckych praci.

Euler by samazjmé nemohl vyprodukovat tolik praci bez cizi pomociktoval
svym syrmim Johannu Albrechtu Eulerovi, ktery pracoval ve iKgini sekci
Peterburgské akademie od 1766 a v roce 1769 s¢eftal sekretéem, a Christophu
Eulerovi, ktery slouzil v armad Eulerovi dale poméhali dudenové akademie, W. L.
Krafft a A. J. Lexell, a row¥ mlady matematik Nicolas von Fuss, ktery byl pozda
akademie v roce 1772. Fuss se stal Eulerovyimzat1776 jeho asistentem.

...\wedci, ktei pomahali Eulerovi, nebyli jen zapisovatelé; onimmindiskutoval o
obecné struktte dila a oni rozvijeli jeho npady, ¢itali tabulky a rkdy
sestavovali giklady.
Euler nap. dékuje Albrechtovi, Krafftovi a Lexellovi za jejichgmoc i psani knihy o
pohybu Mesice (775 stran) vydané v roce 1772. Fusasovém roz§ti asi 7 let, Bhem
nichz byl Eulerovym asistentem, pomahal Euleropiiipravou 25Glanki a také knihy
0 poji¥ovnictvi, kterd vySla 1776. Napsal také oslavieiuna Eulera [45].
18. z&i 1783 Euler prozil dopoledne jako obvyklecilumatematiku jedno ze
svych vnodat, kiidou na dvou tabulich dthl nejaké vypaty o pohybu balof
pak debatoval s Lexellem a Fussem o tehdy objevené planétUran. Kolem
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paté odpoledne mu praskla céva v mozku. Nez ztwatlomi, stdil jen
povzdechnout: “umiram®. &r kolem 11. hodiny skonal.

Po Eulero¥ smrti Petrohradska akademietala vydavat Eulerovy nepublikované
pisemnosti a poktavala v tom dalSich 50 let.

Eulerovo matematické dilo je tak
obrovské, Ze se neda v obvyklém rétzp
¢lanku popsat. Euler byl asi nejplaggim
matematikem vSech dob. Napsal kolem
880 ¢lanki, desitky knih, tisiceadeckych
sckleni ve forng dopigi.

Posunul hranice analytické geometrie
a trigonometrie, kde jako prvni uvazoval o
sinu, kosinu atd. jako o funkcich, ne jako
o s&nach jako Ptolemaios.

Zasadnim a novym  #Apobem
preformuloval geometrii, infinitesimalni
pocet a teorii ¢isel. Slodil Leibnizav
diferencialni poet a Newtonovu metodu
fluxi do matematické analyzy. Zavedl beta
a gama funkce a integrujici faktor u
diferencialnich rovnic. Spolu s Clairautem
se zabyval teorii Nkice, studoval
mechaniku kontinua, problémyittéles,
teorii elasticity, akustiku, vinovou teorii
swtla, hydrauliku, hudbu. Polozil zaklady
analytické mechaniky, speciéln knize Teorie pohybu tuhychlés (1765).

Eulerovi vd¢ime za oznéeni funkce ve tvarf(x) (1734), zavedeni symbolu e pro

L. Euler

z&klad pirozeného logaritmu (1727), i a—q/—_lpro imaginarni jednotku (1777)t pro
podil obvodu a gmeru kruhu, za zngeni konénych diferencidy, A%, ..., = pro
sitani atd.

Eulerovo souhrnné dilof@dstavuje asi 70 svaizk(v angliéting). VSichni wdci,
nap. takovi velikani jako P. S. Laplace nebo C. F. §&asi Eulera velmi vazili a jeho
dilo bylo inspiraci pro celé generace mateniatiko jen ukazuje, jak obrovsky byl
Eulerav vliv.
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3.1. TEORIE CISEL
k
m Vyvraceni Fermatovy hypoté<21)prvo§iselnosti22 +1 (1732)

Fermat vyslovil doménku, Ze vSechndisla tvaruFy = 22k +1,k=0,1, 2, ... jsou
prvecisla. KdyZz Goldbach s touto hypotézou seznamil i&len ji pro¥iil pro k = 0,
1,2, 3,4. Ale uFs = 22+ 1 = 4 294 967 297 = 641x6 700 417. To je Everysledek
z roku 1732 (25 let), ktery Fermatovu dofnku vyvratil [16,46]. Euler také dokazal, Ze
kazdy dlitel slozeného Fermatou&isla ma tvamx2™ + 1 [47]. Nap. u k = 5 mame
dilitele 641 = 5x3+ 1 a 6 700 417 = 52 347%2 1.
Poznamka Ziejm¢ jsem [47] dobe nepochopil, protoZe rozklad na peinitele tvarunx2™ + 1 je
trivialni. Slozené Fermatovéislo je liché, musi tedy byt sdimem lichych¢isel, z nichz kazdé da po
odesteni 1¢islo dilitelné 2.

Dosud dokonce Zadnétéi Fermatovo prvéislo nez 2° + 1 = 65 537 nezname, ale
je nutno zarowe fici, Ze v o¥iovani clitelnosti Fx se nepod@o dojit ani kek = 12
[16,46].

Dnes je rozklad % + 1 na peitaci nebo i na kalkuléce snadny ukol, ktery jasn
ukazuje, jak se zmenSila mezera meéargsSi vrcholnou ¥dou a dnesSnidznou rutinou.
Obecr to vSak ani zdaleka neplati.

m Modularni aritmetika, kvadratick& reciprocita
Se zbytkovymi itidami se pochopitetndaji provadt bézné aritmetické operacéesit
rovnice apod. Napje-li x=2 (mod 7) ay=3 (mod 7), jex+y=5 (mod 7), nebdopak
0 X=2+mx7,y=3+nx7 ax+y=5+Mm+n)x7. Po
6 1 X=6 (mod 7) ay=5 (mod 7), jex +y= 11 (mod 7)= 4
(mod 7), jako bychom obchazeli kruh s vygeaymi 7
5 2 pozicemi (obr. 3.1).
Je girozené nap se ptat: jak& sphuje rovnici
2x+5=3 (mod 7) ?
Obr. 3.1 — Modulami hodiny. jde tedy o celdselnéreSeni rovnice »= (3 — 5) (mod 7),
tj. x=-1 (mod 7k 6 (mod 7). Na obr. 3.1 se d& snadnéiivvZe vyjdeme-li z bodu 0 a
udélame 2x6 = 12 krak ve snéru hodinovych ragicek, dostaneme se do bodu 5.
Pridame-li dalSich 5 krak dostaneme se skdte do bodu 3.
V tomto duchu Ize poktavat a definovat kongruentadun s polynomenP stupré
n a koeficientem &" nesoudinym s modulenp,
P(X) = aX" + a, X" + ... +ax + ap = 0 (modp).
DileZita je kvadratick& kongruence zavedena rovict m (modp), kdem je celé
ap je prvaislo. Zejm¢ x=x,.m+np, n=0,1, 2, ...
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Proq, p cela definujme Legendie symbol
1 x? = g (mod p) ma tesen,
(ﬂ) = { -1 jestlize x?2 = g (mod p) nemaieseni,
p 0 q je nasobkenp.
Zakon kvadratické reciprocityro libovolna prvdislap, q > 2 plati

(06D
et
CUANY
Pro ilustraci: prop=3,q=13 je(pj =1, (j =1, (j(j = (-1 =1,
q Y a/\p
pro p=5q9=7 Je(pj = (qj = _1’(j(qj =1= (_1j><6/4,
q Y SUANY

_ e A T i Ty o Y S T2

pro p=11,g= 7&(3 = 1,(1]] = 1,(3(1]] =1=(-1§20"

Z&kon kvadratické reciprocity vyslovil Euler —iné forme a bez dkazu. Gauss jej
poprvé dokazal 1796, pak publikoval dalSichdkad a v jeho poiistalosti se naSly
jese 2 dalSi [49]. Zakon kvadratické reciprocity Gausszyval ‘zlatou ¥tou' teorie
¢isel. Pouzival v8ak jinou symboliku a o recipréciemluvil.

Euler podal (1749)ikaz této dalSi Fermatovy hypotézy:

Jsou-lia, b prirozené nesoutha&isla, nend? + b? dklitelné zadnynislem 1.

m Eulerova funkce (totient functior), Eulerova ¥ta (1760)

Pfirozenam, n jsou soudlina, maji-li spoléného dlitele > 1. Prom ptirozené,m > 1,
zn&i ¢(m) — 1 paet prirozenychdéisel k mezi 1 am, kterd jsou nesowtha sm (tj.
¢(m) =1 + cardk 1 <k <m, knesoudIné sm}, kde card M zn& mohutnost mnoziny
M, zde tedy poet prviki M [14]). U prvatislap je ¢(p) = p — 1, ale u sloZenyctisel
muze bytd(m) podstatd mensi nezm— 1; Nagiklad ¢(12) = 1 + card{5, 7, 11} = 4.
O vlastnostech a vygtech Eulerovy funkce se lze daiét vic nag. z odkazu [48].
V nésleduijici tabulce je prvnich 21 hodg¢t). Pro Uplnost se definuiig(1) = 1.

m |1\2\3|4| 5| 6| 7| 8| 91 14) 1p qz 43 jr4 |15 \16 |17\18|19\2m

o 11224 264§ 4 0 4 &2 p F g fo s im[s 1

Malou Fermatovu &u (str. 9) pro prvéislo m = p Ize psat ve tvara”* =1 (modp).
Euler tuto ¥tu zobecnil:

Eulerova nebo zobeéna Fermatova nebo Fermatova—Eulerovtay

Pro ffirozend nesousha cislaman je n®™ =1 (modm).

Dukaz podobny tkazu malé Fermatovyéty je nag. v [9], str. 114. Dnes se obvykle
pouziva teorie grup [11].
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Priklady. 10°7 = 10 = 142 857x7 + £ 1 (mod 7),
21910 = 21* = 194 481= 1 (mod 10)
10%?V = 10" = 47619047619x21 + 1 = 1 (mod 21).

V teorii ¢isel existuje spousta zajimavych tvrzeni a hypdtézr.

» Wilsonova vtaiika: je-lip prvceislo, je - 1)! + 1=0 (modp).

» Goldbachova hypotézaxistuje nekonsé mnoho prvéiselnych dvajat, tj. dvojic
prvacisel, jejichZ rozdil je roven 2.

Napt. (3, 5), (5, 7), (11, 13), ... (107, 109), ... (404951), ...
Rik& se, Ze Golbachova hypotéza pmatiobré plati, ale astava bez ikazu [50].
Lze v8ak najit i jeji dkazy [51]. Zda jsou spravné, nevim.

« Bertrandova dom¢nka dokézand P. LCebySevem 1850: pro libovolné&imzené
¢islon > 1 existuje aspojedno prvaislo p takove, Zzen <p < 2n [52]. To je dalsi
dukaz, Ze prvoisel je nekonén¢ mnoho.

» DalSi Goldbachovy hypotézyKazdé pirozenécislo > 5 Ize vyjadt jako soudet 3
prvatisel. Kazdé celé suddslo > 2 je sottem 2 prva@isel (1742) [53].

» Eulerova—Lagrangeovactae: kazdé pirozenécislo je sodtem 4¢tverar celychcisel.

Soustavyjsi vyklad teorietisel Ize najit v [54]¢esky nap. v [55] a dalSi literatie, a na

webu Seznam| hledat: teotisel.

Poznamka Nekteri fyzici, inzenyi a dalsi uzivatelé matematiky si mysli, zZe tediigel je samotelna
teorie pro teorii, bez praktického uZzitku (tak sed vyslovil L. D. Landau nebo R. Feynmanl teevim).
Teorie ¢isel se ale prakticky pouziva v kryptologii, vytedi tajnych kéd a hesel. Zg&tkem minulého
stoleti se podokinpochybovalo o uzitgosti teorie grup. Dnes naSla bohaté aplikace ziedy

3.2 GEOMETRIE

Eulerovo jméno se poji s timto tvrzenim:
vzdalenost sedu O kruznice opsané destu V
kruZnice vepsané témuz trojuhelniku je
d=0V =,/R(R-2r).
Komentd (obr. 3.2). VelkindmR, r, d vyhovuje
nekong€ny paiet trojuhelnik. Konstrukci
jednoho ukazuje obr. 3.3a. i&ly kruznice
opsané a vepsané umistime na svislou osu ve
vzdalenostid. Za vrchol A zvolime jeden z
praseiikia kruznice o polorru R s touto osou.
Obr. 3.2 — Trojuhelnik, StranyA vychazejici z vrcholu A jsou G8ey na
kruznice vepsana a opsana.  tegnach vedenych z vrcholu A k viif  kruZnici
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s polongrem r. Konstrukce téen je Zejma (geruSovanéiary na obr. 2.3a). Tey
protnou opsanou kruznici v dalSich vrcholech B @mdfZihelnika.

Oweieni rovnostid = \/R(R—2r) se opira o Euklidovu&u o vySce. Sestrojime

useku o délce R -—r), vyzna&ime na ni Useky dlouHé a (R-2r) (bod D), rozglime
ji a ze stedu opiSeme oblouk o polénn R-r. Podle Euklidovy ¥ty o vysce je
v=,R(R-2r) =d.

Jest jinak. Podle dalSi Euklidovy&ty (o odwsre) plati, Zecétverec delSi odssny v pravouhlém
trojuhelniku nad gmérem je |12 = [2(R-D]x R = 2R? — 2Rr. PouZijeme-li Pythagorovydty, dostaneme
stejny vysledek:? = R? + d* = 2R — Rr.

Bod A Ize ovSem umistit na opsané velké kruzr@dglonéremR) kamkoli a tak se
zachovanim dotyku stran s umt kruznici posunout vrcholy B, C. Pak trojuhelipik
stejnych vekiinachd, R, r sice gestane byt rovnoramenny, ale ztrata symetrie gkaet
ani konstrukce na obr. 3.3b ani s ni spojenych tvah

Obr. 3.3 — Konstrukce rovnoramenného trojuhelnikavk: R, r, d.

Aby d bylo realn&islo,d > 0, musi byt
R>2r.
Této nerovnosti se¢kdy fika Eulerova nerovnost

Slovy: priimeér vepsané kruznice je mensi nebo nejvys roven pgaloapsané kruzniceV meznim
pitipack rovnostranného trojuhelnika jetrext kruznice vepsané také&extem kruznice opsané, = O,

v

Z elementarni geometrie uvedemeal|Si
Eulerovu vtu. U kazdého trojuhelnika lezitetl O kruznice opsané, @ik K vSech
kolmic spustnych z vrchaol na protilehlé strany aisid V kruznice vepsané na jedné
piimce, Eulerow prfimce (obr. 3.4). U rovnostranného trojuhelnikénpka degeneruje
do jednoho bodu. Vic je uvedeno hap[56,57].
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Obr. 3.4 — Eulerovafimka trojuhelnika.
O ---st’ed opsané kruznice
V --- stred vepsané kruznice
K --- prisefik kolmic z vrchal.

PoznamkaO trojuhelnicich existuje spoustétvNag. mladyNapoleon Bonapartee &zeni objevil, ze

(tzv. srdce trojuhelnika; vittp://www.jimloy.com/geometry/napoleon.hfm

Topologické invarianty mnohoghii
Mnozina M, na niz jsou definovany linearni operace, tju¢ed prvki a nasobeni
skalarem {islem) jekonvexni jestlize pro libovolné jeji dva prvky lezi celaognice
téchto prvki v M. Podrobgji: x,y 0O M, t0[0, 1] = tx + (14) y O M.

Eulerovavéta o konvexnich mnoh@sech potet sén's plus péet vrchofi v minus
pocet hranh se rovna 2,

s+v-h=2.
U pravidelnych (platénskychgles:
teleso stthys| vrcholyv| hranyll s+v-hh
Ctyrsten (tetraedr) 4 4 6 2
osmistn (oktaedr, dvojity 4-boky jehlan) 8 6 12 2
krychle (hexaedr) 6 8 12 2
dvanactistn pétilhelnikovy (dodekaedr) 12 20 30 2
dvacetistn trojuhelnikovy (ikosaedr) 20 12 30 2
N¢kolik dalSich konvexnichétes (0 zn&i sjednoceni):
teleso stthy s| vrcholyv| hranyh s+v-—
n-boky jehlan fJ) n+1 n+1 n 2
n-boky hranol (H) n+2 n 3n 2
dvojity n-boky jehlan 0J)0(nJ) (obr. 3.5a)| 2n n+2 Kyl 2
kombinace 16J")0(nH) O(nJ) (obr. 3.5b) 3n 2n+2 5n 2

U nekonvexnich&tes rovnosts + v — h = 2 platit nemusi. Ndjklad u €lesa
sloZzeného ze dvottyisteni s jedinym spolénym bodem, vrcholem (obr. 3.6) jéepme

S=2x4=8v=2x4-1=7h=2x6=12,tedg+v—-h=3.
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(a) (b)
Obr. 3.5 — Slozené konvexdlesa: (a) dvojity 7boky jehlan, (b) dvojjehlan szénym hranolem.

Obr. 3.6 — Nekonvexrdleso slozené ze dvou konvexnitbs; ctyistenii, se spolénym vrcholem.

Topologie a teorie graf
Je Z2ejmé, Ze pokud seélesa nebaasti €les spojit deformuji i zachovani vzdjemné
jednoznénosti origindlu a obrazu boddislo s + v —h se nemni, je invariantem
takové deformace. Jde o topologickou charaktetigigometrického Utvaru.

Je-li zobrazenif: M~ N prosté a jsou-lif iinverzni zobrazenf ™ N— M spojita,
nazyva sef topologické (homeomorfni) zobrazeni [14].

S ulohou, kde jde jen o charakteristiky propojebliasti bez ohledu na velikost, se
setkavame ndjklad @i navrhovani rozvodnych siti. Euler se setkal sgbodu Glohou

ve znamém problému mast Kralovci (Kénigsberg) v tehdejSim Vychodnim Faus
Mésto bylo pojmenovano na pestéeského krale fémysla Otakara Il. (1233-1278), ktery sem 1267

vedl jednu kKizackou vypravu [58].

Uloha zni: d& se najit trasa, ktera prochazi véemi 7tymus obr. 3.7 vlevo a vedéqgs

kazdy most jen jednou? [59]
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Protoze velikosti ostrova a oblastiilghajicich kiece Pergole (Pregel) jsou
nepodstatné attkZité jsou jen spojnice pevneé zé&pies mosty, da se situace znazornit
schématem na obr. 3.7 vpravo.

Obr. 3.7 — Kralovecké mosty (vlevo) a jejich togdaé schéma (vpravo).

Euler 1736 klasifikoval vS8echny mozné typy dgréshoto typu a dokazal, Ze uloha nema
feSeni. Aby nmila feSeni, musely by existovat jen 2 uzly (vrcholyhiahz vychazi lichy
pocet spojnic (hran). Toho by se dosahloapuSenim &které hrany (mostu).

Eulera Ize povaZzovat za iniciatora uvah, kterédppzedly ke vzniku topologie
[14] a teorie graf [60,61] jako dvou dalSich matematickych disciplin.

3.3. MATEMATICKA ANALYZA
V této oblasti, aspov jeji klasickécasti, se Eulerovo jméno vyskytuje ée$eji. Za to
vdécime jeho snaze o systematické vybudovani diferéribid a integralniho pidu.
V metodice dnesni vyuky se néike naradzi na problém konvergence a obdunity.
Prislusné definice podali Bolzano a Cauchy — ale aboteti pozdji. Neni proto divu,
Ze vdnesSnim pohledu Euleriaalami zachazel ¢bs nekorekt Jeho intuice jej
dovedla k zagram, které nas i dnes plni UZzasem a ptame se: jdak ten Euler mohl
prijit?

Zatnéme geometrickosadou

1_Xn+1
Sx)=a+ax+ad +..=a(l+x+x+..)= lim a n
n— oo - X

Prolx| <1 je v3e pradku,
a

SX) = =

Prava strana jako funkce je vSak definovana na celé realnénge, resp.
komplexni rovig, s vyjimkou bodux = 1. Ale po vykréeni z kruhulx| < 1, tj. pro
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|x| = 1, dostavame zaraZejici rozdily measténymi sowty 1 +x + % + ... + X"
a funkci (1 )™ Pro ilustraci #kolik piikladi

. 1
X Rada Soudet —
1-x
1
3 1+3+9+27+ ... 0o -—
2
L 1
-3 1-3+9-27+ ... neexistuje 2
1 1+1+1+1+.. 0 neni definovano
o 1
-1 1-1+1-1+... neexistuje E
Sam Euler pry vazntvrdil [64], Ze prox# 1, x£0
1 .1 2 =
..+X2+X+1+x+x +...=0,
neba’
1 1 1 1
..+%+%+1:—, — —1=x+¥+.. a ——+-—-1=0
X -1 1-x -1 1-x

3.3.1. CiSLO e, EXPONENCIALA, LOGARITMUS
Cislo e je zékladem exponenciélni funkce fogenych logaritm, je iracionalni a
transcendentni (neni #@nem Zadného polynomu s agkelnymi koeficienty, Hermite
1873), rkdy se muiika Eulerovocislo. Oznéeni e sice zavedl Euler, ale nikoli podle
svého jména, nybrz proto, Zéepchozi pismena abecedy uZlandefinovany vyznam
[62].
Cislo

e =2.71828 18284 59043536 02874 71352 66249 77572 47093 69995 957487669

ma mnoho jediniych vlastnosti [63].

K =gk dh= (1+1J“ h, = [1+11Jn Nag. mocniny e Wwuji mtervaly,lv
n n- . ~ .

- 325000000 75055505 nichz plochy mezi hyperboloifx) <

2 4 244140625 3.16049383 a 0soux jsou rovny rozdilu exponeint

3 8 2.56578451 2.91028537 Tak ro CGl&iSla. k: 1.0 1

4 16  2.63792850 2.80840397 pro LK=n =L UL

5 32 2.67699013 2.76200909 dostavame zase celtsla

10 1024 2.71695573 2.71961030 ek dx K

15 32768  2.71824035 2.71832331 — =1Inx|® =k-j.

20 1048576 2.71828053 2.71828312 ej X .

25 33554 432 2.71828179 2.71828187

Predchozi tabulka naztaje cestu k hodnéte limitnim pechodemn-c u mocnin
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n n
d, = (]_+1j , ha= (1+i) .
n n-1

Nejprve dokdzeme, Ze posloupnfa} jerostouci (3. sloupec tabulky).
Plati

(1+ljn<(1+1jn+l =1+1 +(gj Ifz"‘(%) NS+, <2 +(nzl)(n+1)_2+(n§1)(n+1)_3+,,,

n n+l

neba prok=1, 2, ... je n-k o n+i-k
n n+1

Nasobenim této nerovnosti kladnym faktonefm+1) totiz dostaneme
(n—=K(+1)<h+1-Kn, t. n®—nk+n—k<n*+n-kn, tj. k<0,
coZ jist plati.
Odtud plyne, Ze pre> 0
(nj i = n(n-1)..n-k+1) _1n-1 n-(k-1) < 1n+1-1 n+l1-(k-1)
k K nK K n n K n+1 n+1
< [nl-(l-lj (n+:l)‘k.
Ziejme tedy

d, = (@ ¥ < kZ::o (n;l) n+)* < kZ::O (n;l) O+ + 1™ = dea

Podobi se d& dokazat, Ze posloupnadst{e klesajici, tj.hh1 <h,,n=1, 2, ...
K tomu, aby posloupnostih.} a {d.} konvergovaly ke stejnémgislu, st&i, aby rozdily
jejich ¢lend pro n - o konvergovaly k nule,h, —d, — 0. Dok&Zeme, Ze tomu tak je.

n n n 1 \" n n
h,—-d, = 1+i - 1+} = 1+i 1+H =1+ 1 1- n2—l .
n-1 n n-1) |1- 1 n-1 2
1+ —

n-1

Vime, Ze{h,} je klesajici. Proto pran > 2 je prvnicinitel na pravé stran< 4 (tabulka).
V hranaté zavorce je rozdiltych mocnin. Je tedy

n 1 2 n-1
h,—d, <4 n“-1) | =4 — n®-1) (n?-1 n”-1
an” n? H =) [

2 _
Protoze < 1, je sodet mocnin tohoto podilu v posledni hranaté zaverne a
n
1 4
0 <hy-d, <4—n=— 00O > 0.
n2 n n— oo

PoznamkaK ¢islu e jako [im (1+ %)” poprvé dosg Jakob Bernoullil683 v souvislosti se slozenym
n- oo

arokem. Je-li roni Grokp%, nasobi se vioZen#stka po prvnim roce (p#.00), pok letech (14/100),
po 100p letech (14/100)%°P. Nynf sta&i zavésn = 100p (mli bychom uvaZovat celogést 100p atd.).

Podobg, zn&i-li p konstantni prawpodobnost vyskytu &akého jevu, je pravgpodobnost, Ze jev
pii 1/p pokusech nenastarf(p) = (1 —p)** a prop — 0 plati (1 p)** - ™.
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Euler vypctetl e na 18 desetinnych mist (1748), 1853 bylo nd37 cifer, 1949 J. von Neumann
vypocetl e na 2 010 cifer, v roce 2000 byl&ema zhruba miliarda a 2009 uz 200 miliard cifd63].

V 17. a v prvni polovié 18. stoleti se s limitami jeStnep@italo rigorézi —
postupovalo se heuristicky. PoloZzime forndiév]

e =[1+ij
00

a pouzijeme binomického rozvoje

_ _ k
Pro kazdé konmék je [Tjj S o@D (o mkt]) o s
K K
) ook 1 k ® 1 ook © 1
e: _ = _— = JE—
kZ::o k! (wj kZ::o ki ook kZ::o k!

[N
>

UplIné stejre Ize pro libovolné konmé redin

)2 oy X)L 2 k(X)€@ xk
( °°j kZ::o K e kZ::o ki \ oo kZ::o k!
Jak snadné! To je ukdzka magisel a trikKi s nekonénem. Takové manipulaca'qs

svou nekorektnost byly bohatym zdrojem inspiracegkanych objefr [64]. Korektni
cesta vedeips rozvoj &v Taylorovuradu [14].

ebo komplexrf'odvodit’, ze

S
Rozvoj é = Y % se nap. v knize [65] objevuje jako &tejni bod na samém
k=0 K

zasatku a slouZi k definici exponencialy expE € v komplexni rovig. Logaritmus
(prirozeny), Inz, je inverzni funkci k exponenciate= "2

Jak se &i uz na stedni Skole, komplexriislo Ize pséat v goniometrickém tvaru
z=Rez +ilmz =1zl (cos¢ +ising),
kde Rez je redln&ast, Imz je imaginarniast, | z| je absolutni velikosemplitudg ad
je fdze nebcargumentz. Tim se poitani s komplexnimgisly podstatd zjednodusi.

PoloZzime-lix=Rez, y=Imz a |z| =r =/x2 + y2, je sowin 2 komplexnichisel

2%2, = (X0 + Iy1) (02 + iY2) = 4/ (¢ +¥2) 4/ +y3) (cOS01 + i Sinds) (oS + i singy)
=ryrp[(cosdy cosd, — sind; sindy) +i(sind; cosd, + cosd; sind,)].
Zname-lisoutové vzorcero funkce sin a cos,
cos (1 + ¢2) = cosd, cosd, — sind1 Sindo,
sin @1 + §2) = sind, cosd, + cosdi sindo,
vidime, Ze
21%X2, = =r112[ €OS P1 + §2) +1sin @1 +§2)].
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Soutové vzorceplynou z rovinné transformace ¢&mi kolem peoéatku. Jak ukazal Euler, ateni o thek,

piislusi matice
_( cost sing
R = (—sin& cosi) '

SloZené otdeni o Uhely = a + 3 reprezentuje s@in transforma&nich matic

R(y) = R(0) R(B) = ( cosa sin(x) ( cos3 sinB)

—-sina cosa ) { -sinB cosB3

_ ( coso cosB-sinasinB  cosasinf +sina cos3 j _ [ cos@ +B) sin(@ +B)j_

—sina cog3 —cosasin3  —sinasinf +cosa cos3 -sin(@ +B) cos@ +B)

Odtud je #ejmé, Ze coso( + B) = cosa cosP —sina sinB a sin @ + 3) = sina cosP + cosa sinf.

Pt ndsobeni komplexniatisel se tedy amplitudy nasobi a argumentyae
Pro¢i1 = ¢, =¢ nabudou satiové vzorce tvar
cos () = cogd — sirfp = 1 — 2 sifd = 2 codd — 1,
sin (2h) = 2 sing cosé.

(Z rovnosti cos (@) = 2 codd — 1 = 1 — 2sifp plynou vzorce pro polowni Ghel:

cost = /1+cosQ¢) ), sing = /1—cc;se¢)'
2

Tak jsme zvladli ipad 2. mocniny komplexnihgsla,
Z =2|? (cos (@) + i sin (2)) .
Predpokladejme nyni, Ze pro> 2 plati
Z'=|z|" (cos 0d) + i sin (1))
a paitejme
2" =2'2=|z|"(cos () + i sin (19))x |zl (cosd + i sind)
|zl ™X(cos (d) + i sin (d))x(cosd + i sind)
|zI™[(cos 1) cosd - sin () sind) + i (sin (id) cosd + cos ad) sind)] .
Podle sottovych vzoré
72" = |zl ™Ycos [(n+1) ¢] +i sin [(n+1) ¢] } .
Tim jsme Uplnou indukci zaroirelokazaliMoivreovu vtu
(cosd +isind)" = cos () + i sin ()
(Abraham de Moivre (1667-1754) [66])

Podle binomické &ty je
(cosd + i sind)" = cos () + i sin (d) = 3 @ cod™¢ i*sirk ¢
0

k=
n n
= cos™¢ (1) si + i cos™¢ (-1 sin ¢.
S (M)cos*e caf?site +i 3 (I cot¥e (fIsity
k=0, ksudé k=0, kliché
Odtud miZeme dostat obegj$i soktové vzorce
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cos )= > ([(‘j cod™* ¢ (—1)2sin¢ .

k=0, ksudé
sin ()= Y @ cos™ ¢ (~1ffD2sirf ¢ .
k=0, kliché
Takze nap
cos (4) = codd — 6 sirfpcosd + sin'd = cog(20) — sin’(2d),
sin (4b) = 4codd sinp — 4co® sir’d = 2sin (2h) cos (D),

atd.
o K
Zvolme z = it, kdet je rgjaké redln&islo. Dosazeni do rozvojée > i da
k=0 K
ke k k k
it_ o It n n\ t ML kay2( N t
d=y o= X (WR(R) i > ()
k=0 K k=0 ksude K) K e Kiche k) K
2 4 6 3 5 7
= 1—t— PRI +.)+i(t LS N +...).
2 4 ¢l 3 9 7

Na poslednintadku jsou v zavorkach Taylorovy rozvoje funkci tas sint. Tim jsme
dosgli k slavnéEulerow formuli (i kdyZ ji znal uz Johann Bernoulli a jini [5]) ,

é'=cost + isint.
Tu mnozi povaZuji za nejobdivuhagéi matematickou relaciibec.

Zrejme

e =cost — isint,
takZze gitanim a oditanim obou rovnic dostavameildzité vyjadeni funkci sinus a
cosinus pomoci exponencialy

ait 4 @it _ ait — g7t

cost = — sint=———,

rovnéz pripisované Eulerovi.

Prot = 1tz Eulerovy formule plyne dalSi elegantni vztah
e™+1=0.
Pékna animace funkci sin a cos ve spojitosti s expoidni funkci imaginarni
proménné je v [67].

PoznamkaPravé strany poslednich rovnostippminaji hyperbolické funkce. A skutte
cosz = cosh (), sinz = —i sinh (&).
Pro ryze imaginarni hodnoty, z = (i, { realné, dostaneme co&)(= cosh (€). To je sud& funkce,
cosh (€) = cosh {) = 1, s minimem cosh (0) = 1 a p€c# 0 je cos (i) > 1, cos {i) —+o pro{ -z
(obr. 3.8).
Hodnoty sinu ryze imaginarni pré&mmé jsou vSak ryze imaginarni a tim rdgajimavé.
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D

Obr. 3.8 — Graf funkceos(t) = cosh{) pro -2 <( < 2.

Vratme se k obecné exponenciale
exp @ =€&=w =|w| (cos +ising).
Da se z komplexnihgislaw zpetné urcit piislusnéz? U realné exponencialw=y, z=x,
je to snadné: z relage= € (> 0) plyne x = Iny (je totizy = exp (Iny) = exp &) a
z jednozndanosti exponencialy plyne = x).
Rovnost &= |w| (cos +ising) piepisme do tvaru (Eulerova formule)
&=dn [wl dé = énlwl +io
Vzhledem k periodicit trigonometrickych funkci je expd() rovnéz 2reperiodicka a
exp (Inlw| +id) =exp (Inlw| + ip+i2km),
kde O< @< 2m, tzv. hlavni¢ast argumentak je celék=...,-1,0,1, ...
Délenim rovnosti
exp @) = exp (In|w| + i@+ 2kim)
jeji pravou stranou gedpokladame 0) dostaneme
exp z— (In |wl + i@+ 2k 1i)] = 1 = exp (0),
tj.
z=In(w) = In [w| + i@+ 2k .
Tim jsme definovalprirozeny logaritmuss komplexni rovig. Je Zejmé, Ze dikylenu
2kt je logaritmusmnohoznénou funkci

Priklady.
1 1
o R4+3i=[+ 4% + 32 exp(i arctan%) x exp(km)] ® =5% expli %arctan é)]

1
=55 [cos G arctand) +isin (€ arctan) ] = 1.368318679 + 0.177081711 i
o i =[exp(ini)] = [exp(inli| + i 172 +2km)] ' = [exp(0) x exp(iT2) x expekiT)]’
= {1x ™ x [cos (&™) +i sin(Xm]}' = {e' ™} = ™ = 0.20787957635...
o (1+iV3)*T¥=[V1+3 exp (iarctar/3 + 2km) > TV = 200 exp [iy3x3(1+)x 2T
= 8x8 x d™ = 8e'xe "8 ™= 8e™ [cos (In 8) + i sin (In 8)]x [cost + i sinT]
=-8 €"[cos (In8) + i sin (In8)F 0.1683595 — 0.301946 i.

F. KOUTNY: Leonhard EULER



38

3. EULEROVY MATEMATICKE PRACE

Derivace
h? | h?
d g% _g? -1 L T TR
—exp (2) =lim —— =¢& |lim =€ lim
dz p() h- 0O h h-0 h h-0 h
h+ 10
=ezrl]imo Z!hf‘“ —ezhm [1+h( +—+ =

Odtud ihned plyne, Ze primitivni funkce kje € + C (kdeC je libovolna konstanta):
| €dz=€+C.

3.3.2. RADY A NEKONECNE SOWINY
Jakmile se zme uvaZovat o nekoteych sodtech, je hned jasné, Ze k tomu, aby vySel
koneiny sowet, musi¢leny <itané nekongné posloupnosti konvergovat k0. U
alternujicichrad (se gidanim znaménka u jednotlivyeteni) je to zarové podminka
post&ujici [14] (Leibnizovo kritérium). Wrad s kladnymileny, pog. pri vySetovani
absolutni konvergence, se da pouzit srovnani sramdju geometrickouradou
{q“k=0,1,2,..} ,0<q<1, tedy takovou, Z&] < d".

Je-li fl<d" plati pro zbytelR,

O<R,= Zlak|<2q q2q=q
k=n k=n 1-¢

a pravou stranu lze volbou dostate velkéhon I|bovolne priblizit k 0. V takovém
piipadt fada Z{a:. k = 0, 1, 2,...} absoluth konverguje. Pokud Zadné takoeg
neexistuje, stava se chovarady Za, mere urcité: nekdy konverguje, jako ndp

n

alternujici rada > (-1)*%k = In 2 = 0.693147..., jindy diverguje jako rfap
k=1

harmonickaada >, 1/k=oo .
k=1

U harmonick&ady se chvilku zdrzime.r&dre ji porovname s geometrickdadou.

1
] . o , a ol o
Podil dvou po sabnasledujicicitleni je Qk = | kﬂ% = %kf% = kljrl’ u geometrické
ay K
gkt
fady je tento podil — =q Zvolime-li jakékoli 0 <q < 1, mizeme vzdy zvolik
k 20 2 20 _ 20 A
tak, abyk—>q, (totlzk> 1-g» Naf. proq = 1-10%je .—- = (1~ 10%) 10°= 10*°- 1). Totéz

fika limitni prechod k- u posloupnostiQ.. Zadna konvergentni geometrick&
majorantnirada k harmonickéadt neexistuje. Srovnani s geometrickadou nam tedy
Zadnou informaci némeslo.
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Chovanirady > |a je u€eno chovanim zbytk®, = >’ |a] (sowet predchozich
k=1 k=n+1

n

clend §, = ) & je kon€ny a o r©j se zajimat nemusime). V naSem jednoduchém
k=1

piipadt k odhadu zbytku izeme pouZzit minorantni hyperbolu.

Pro libovolna cela kladnd m, n<m je

m

X —|pm = (n_+ln+2 m-1 m): ( l) ( L) ( 1)
[S=InD =]n ez 02 M) =in{l+d) +In {1+ )+ . +In {1+
n

m-1 1 m 1
<L KT Lo

k=n k=n+1
m - ~ - 7o
Nerovnost In%< > k%l = Sn1— S+1 ukazuje, Ze pro libovolnéje nap.
k=n+1

S22 — Sl = Snr — S1 > In 2 a neni splma Bolzanova—Cauchyho nutna a
post&ujici podminka konvergence posloupnostésténych sodta S, a tim i

harmonick&ady > % Chovani tétdady ilustruje nasledujici tabulka a obr. 3.9.

k=1
n ‘ 10° | 1 ‘ 10° | 10
S, ‘ 7.48547086 ‘ 14.39272672 ‘ 21.30048150‘ 28.20823678
30
®
25 LJ
®
°®
20 °®
Sn .
15 ®
®
10 o
®
5 L
®
0® ‘ ‘ ‘ ‘
0 3 6 9 12

logn

Obr. 3.9 —Caste’né sodty harmonickéady rostou tém¥ linearne s dekadickym logaritmem n.

Aproximace so&tia harmonickérady linearni zavislosti na logaritmu horni meze
znovu potvrzuje divergenci harmonickady. Stejné zayry budou platit i pragadu

[o0]

9= %

1 <
kdes< 1, nebé k—ls > & . Naopak prok > 1 ax 0 [k, k + 1] je (obr. 3.10)
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|

<l 1
~— k T x1°

0.12

0.11

=
[

1/(x-1)

o
o
©

o
o
o

1/x, 1k, 1/(x-1)

1/x — 1k

o
o
N

0.06

10 11 12 13 14
k, x

Obr. 3.10 — Posloupno$t/k} jako schodovita funkce mezi hyperboldiiia 1/(x—1).

Pros> 1 (%)S =x°<Ll < (i)s takze

T s 1 18| 1 1 21 T s 1 1s(® _ 1 1

& = _+ =4 < —_ < é = _L (x— =4 1
[ xdx=4Lx ‘ < Y 5 S [ xdx= 7 (x=1) 1
n k=n+1 n n

—L __ konverguji pron-o kO, plyne odtud pres > 1

je- 1 _1 i L
Protoze = I~ o

n s-1

konvergence ) k—ls Ne¢kolik numerickych piklada predvadi obr. 3.11.
k=n+1

12

s=1.3

s=1.5
s=2

log n

Obr. 3.11 — Rychlost konvergenéestenych sodtii pro rizné exponenty s.
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Funkci, kterou jsme podle Riemanna agha(s) [68], vySetoval pros>1 uz Euler.

Roku 1735 ve &ku 28 let rozeSil tzv.basilejsky problénj69]: cemu se rovnéf —=
k=1

Nikomu pred nim, ani Bernoullim, se nepod#do najit odpoed’. Euletiv postup je
podrobr vyloZen v praci [70].
n S(2) Sousty sudych mocnini

k
10| 1.5497677317 . . ] : :
10| 1 6349839002 komplexni prondnné jako piklad aplikace rozvoje funkce

10°| 1.6439345667 cotz = coxZ/sinz v Taylorovu i Laurentovu)fadu a reziduoveé
10'| 1.6448340718 véty [71,72,14]. Euler vSak byl mistr manipulacitadami a

10°|1.6449240669  delsim postupem [70] do#lk vysledku:
10°| 1.6449330668

se dnes zmiuji v teorii funkci

8 (o]
10| 1.6449339668 2=y L= % =1.644 934 066 848...
10° | 1.6449340568 k=1 X

10°| 1.6449340658

10%°| 1.6449340666 Pozdji ukazal, ze

]_[4

((4)= 1= 99 —1.082323233 711...
k—l

a ze obech pro sud&isla plati {(2n) = (22’;' 220120 " kde By, jsou Bernoullihogisla
n):

(=] n
=1 ) Gl 7°). Déle plati Y (nlzlj B, = 0 [72], coZ po
k=0

zadaniB, = 1 umozuje snadné rekurentm @mnl By. TabulkaBy ve tvaru zlomi (podili celychéisel)
je na str. 51. Dalsi informace a sezrgnprok = 1, ..., 20 jsou nap v [73]).

Je Zejmé, Ze s rostoucimrychlost konvergencid{(s) roste. Pro vyp&et hodnoty
((s) s pesnostie stai se&ist prvnichn(e, 9 ¢lend, kde n(g, 9 je celacast ¢isla

1+ [(s-1)¢] = (naf. n(10™ 6) = 458n(107* 8) = 767 (107 10) = 29).

4s),

S

Obr. 3.12 — Piibeh funkcel((s) pro realna ss> 1.
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Rozsteni posloupnosti «&} funkci % vede firozers k otazce tykajici se velikosti

(o]
p . ® l
rozdilu meziy ¢ af +
k=1 1
1l <1
x ~ k —
platné na intervalectk[k+1] je fakt, Zetisla
n
n
- 1 14
=Y -] xd
k= 1

dx. Dasledkem dgiive uvedené nerovnosti

1

x—1

n
=3 +—Inn
k=1

jsou kladna a vytu&ji klesajici posloupnost. To ilustruje nasledujadiulka.

logn k=1

n
> %—Inn

k=1

2.9289682540
5.1873775176
7.4854708606
9.7876060360
12.0901461299
14.3927267229
16.6953113659
18.9978964139
9 21.3004815023

O~NO UL E WN P

10 23.6030665949
11  25.9056516878
12 28.2082367808

0.6263831610
0.5822073316
0.5777155816
0.5772656640
0.5772206649
0.5772161649
0.5772157149
0.5772156699
0.5772156654
0.5772156650
0.5772156649
0.5772156649

Déle z nerovnosti

1 _1 1 _1
O —%xS% ™%
plyne
k+1 k+1
0< { (%—%)dx:%—[ln(kﬂ)—lnk]s { (X%l—%)dx

=[Ink-=1In k=1)] —[In k+ 1) — Ink]

a gitanim dostaneme
0<G= 73 —Inn<in2-in1-In" <In 2,
k=2

Posloupnost €.} je tedy shora i zdola omezena, je klesajici atety koné&nou limitu.

Euler ji zn&il C a vruské literatte toto

ozné&eni Zistalo dodnes, ale v zapadni

literature se vzhledem k souvislosti s funkcitato Eulerova konstantazaala znéit
(podle Mascheronihoy [74], feckého ekvivalenta. Euler r. 1734 uil y na 5 desetinnych
mist, 1736al5 mist, Gauss 1811 na 22 mist atd. Dnes je kamasteznama na desitky
miliard cifer [75]. Iracionalituy dokazuje prace [76]. Zde je prvnich 60 cif¢r7]:
y=057721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 104235593992 35988 05767

F. KOUTNY: Leonhard EULER



43

3. EULEROVY MATEMATICKE PRACE

Kazdé pirozenécislon Ize jednoznéné rozlozit na prveinitele,
n=p™..pe¥,

kdek = 1, p1 < ... <pg jsou prv@isla amy, ..., mx = 1 (to je tzv. zakladni dta
aritmetiky, kterou explicité vyslovil, dokazal a 1801 publikoval C. F. Gaus$]]1

Nap. v8echny nasobkyisel 2, 3, 5 maji tvar2™ x3™ x5™ a dostaneme je

nasobenim posloupnosti
{1,2,2, 2,..}x{1,3,%, 3,..}x{1,55,5,..}={1, 2,3, 2,5, 2x3, 2, F, 2x5, ...}.
Dostali jsme vS8echnéisla < 7 a 7 je prvni prétslo > 5. Ribereme-li 7 do satinu

2™ x3™ x5 x 7™ dostaneme se k 11. TotéZ plati pro kazdé daldtisio.
Eulerovi napadlo vyuzit rozvoje
—1_11 =1+ 4 (%)2 s laptepte L,
p
pro prvaislo p k vytvoreni harmonickdéady. Nap.

Q+2'+2)x(1+3Y) x (1+5YH

- 141 414,21 ,.1 141,141 41,1
‘[1+E t3tgtsE +€] + [E+E+1_5+ﬁ+%+%]
atd.
Harmonickarada vznikne nasobenim fakﬁo%, kdepk je prvaiislo, k = 1, 2, ...
P
Kdyby K < o, byl by sogin
K 1 1
Pk = |__| -1 =X
k=1 Pk (1—1)
k=1 Px

(o)
koneiny. Protoze vSaky’ % = +00, musi byt i poet prvaisel K = +oo,
n=1

K o
Z divergencePx — +oo plyne rovnost lim ] (1—i) =0, tedy[] (1—i) = 0.
Koo gt P k= P

(o)
Z vlastnosti nekortmych sodina dale plyne, Zgada kladnycheisel Zpi nemize
k=1 ¥

konvergovat a je tedy_ pik = +o0. To je dalSi vyznamny Euker poznatek. Tedyies
k=1

zna&né rozedni paitu itandi (pro velkan je paiet N(n) prvcatisel mensSich nez
prirozenécislo n priblizné ﬁ [16]) dostaneme zase divergentadu.

n

PoznamkaPosloupnostast&nych sodtia P, = Z L roste steji rychle jako In(Inn),

k=1
P,—In(Inn)) - 0.26...
(vic je v [78]).
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3.3.3. VYPOCET INTEGRALU

Z Eulerovych knih o diferencialnim a integralnimépuocerpaji latku i dnesniaebnice
— ¢asto beze zminky o jejichipodnim autorovi, neliovécny obsah vyplyvaifrozere
z kontextu [79]. Bkladem mohou byt substituce v integralech, jejiokdlny integrand

je racionalni funkce odmocniny z kvadratického deju ax? +bx+c. Eulerovy
substituce zavagi novou prondnnouu podle nasledujici tabulky [80]:

Podminka Substituce

>
a>0 Vax? +bx+c =u—/ax
c>0 Vax? +bx+c =ux++/c
ax +bx+c=a (xX)(XX), X% X%, reéiné [ax® +bx+c = U (X—%)

PoznamkaDne3ni vyuka matematické analyzy je pochopitelhsazijsi ale také strngjSi nez v 18.
stoleti. Zmensil se prostor pro intuitivni chapanzwtsil se diraz na pesnost, na pochopeni a logické
manipulace sisledky definic a podminekRe3eni konkrétnich Uloh selgmechava vlastni iniciativ
posluch&t v dophiujicich cvigenich.

Snaha zvladnout integraci stale SirSiho okruhlkdumedla Eulera k vypdu mnoha
nevlastnich integrélzpisoby, které dnes nagemonstruji limitni pechod a derivovani
podle parametru v teorii integralu nebo pouziti €wino &ty v teorii funkci komplexni
proménné [14,65, 72,80,81]. Jalkulerovy integralyse oznéuji integraly

* -1_ b1

Ixa_ldx—L 0O<a<1 ofoudx— n___n O<ab<1
5 1+x UX = Sinan PrO as<di 0 1+x ~ tanam  tanbm PO a,

a dalSi. Podrobné vypty téchto integrél Ize najit nap v [80].

Zde si ukazme kostru stanoveni jiného Eulerem stgreeho integrélu,
oo .
(@) = I %dx proa> 0.
0

Integrall(a) je neabsoluth konvergentni (a jako Lebesdiweintegral [14] neexistuje).
Nasobenim integrandu konvergaim faktorem &%, b > 0, vytvdime integral

(o]
— —bx sinax
I(a, b) = £ e 7S gy
00
s jehoz existenci neni Zadny problém, nep@™sinax| < e™a | e X gx = 1. Funkce
0

0 , -bxsi - . .
a—(e bX&X""X) = e P cosax je integrovatelna (™ cosax < e
a

podle &ty o derivovani integrélu podle parametru [14,8D,81

Xy takze
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Y —-bx sinax T _—bx b
— (e "2 gy = e “cosaxdx =
g oa ( x ) g aZ +p?

(integrace per partes nebo [80-82]).

0 _
o, \@b)=

Proto

[ 9 I(a, b) da= [ b da=arctan>.
da a2 +b? b

00

Integral 1(a) = f Sin—xaxdx dostaneme i{a, b) limitnim prechodenb - 0+,
0

. . a
(@)= lim I(a b)= lim arctan—.
b-0+ b-0 b

Proa> 0 jel(a) konstanta nezavisla ma Speciald tedy proa=1 je
1) = | **dx=T.
0 2

Integrall (1) poprvé korektéivypccetl N. I. Loba&evskij (1792—-1856) [80].

3.3.4. FUNKCE BETA A GAMMA.
Pod Eulerovymi integraly se obvykle rozumi jinéleZitéjSi integraly — funkcd™ aB:

r(s) = j e'tstdt,s>0 — Eulefiiv integral 2. druhu, gamma funkce
0

1
B(p,g) = t""(1-t)**dt,p,g>0 — Euleftiv integral 1. druhu, beta funkce
0

Tyto funkce maji mnoho zajimavych vlastnosti, prat webnicich zpravidla
zabiraji celou kapitolu. Zde pochopitelmiZzeme odkazat jen na literaturu [80,81] nebo
internet a ukazat jergkolik vlastnosti.

FunkceTl .
Funkcel je dilezit&jSi, proto ji uvadime jako prvni. Integraci pertpardostaneme

m$=jéHHm=-éﬁ4%+@—njeﬂﬂmzs-nm&4y
0 0

zmmﬁra):Te*mzl,r@):Q—lya):L r@3)=(3-1)r(2)=2x1=2
0

a pro fiirozenén je tedyl (n) = (n— 1)!, respn! =T(n+1). Funkcel tedy fedstavuje
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zobecrini faktorialu, o ®mz pgremitali Christian Goldbach a Daniel Bernoulli. Bule
uvazovals jako realné&islo mizné od 0 a zapornych cely¢isel. Ale, jak uvidime za

chvili, definicni oborl" se da rozsit na komplexni rovinlC, z niZ jsou viiata zaporna

celécisla a 0, tedy n€ — {0, -1, -2, ...}.

Z hlediska numerickych vyt pro reélnds stai aproximovat funkcl™ kvalitnim
polynomem na intervalu [1, 2]. ZnaloB{s) pro s z intervalu [1, 2] a vlastnos$i(s) =
(s = 1)I(s — 1) umoduje ziskat hodnotd” pro svné tohoto intervalu, tedy pro
s [ (w0, + @) — {0, -1, -2, ...}. VEXCELu ziskdme hodnofy(s) pro kladnés piimo
jako exp(gammaln(s)). Pro =1 <s < 0 pouzijeme rovnostl(s) = I(stl)/s, pro
-n<s<-ntl,n=2,3,... hodnoty pro argument o jednotkli&i. Na.

[ (= 2.5) =M (-1.5)/(= 2.5) 7 (<0.5)/[(- 2.5) (- 1.5)] £(0.5)/[(- 2.5) (- 1.5) (-0.5)] .
Graf funkcel (s) pro realnés je na obr. 3.13.

T ———
n »

A
I'(s)4 \

|

AN /
CARMA\ /

B N

1
L I I

/

P

? 4
|
|
|
|
|

S

=0

RN R
| | |
| | |
| | |
| ]
| | |

PO
1
Ol

Obr. 3.13 — Graf funkcE v okoli p@atku.

Obr. 3.13 ukazuje, Ze funkde pro WtSi kladna velmi rychle roste. Velkych
absolutnich hodnot nabyvé také v okoli 0 a v oképornych celycltisel. Revracena
hodnota,r (s), se v&ak chova krotce a pso= 0, -1, —2, ... Ize definovdt (s) = 0.
Proto se pro komplexnt nékdy vychazi z definice fgvracené hodnoty funkcE
pomoci nekon@ych sodinu [71,72]:
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Euler:

., Eulerova konstanta.

Weierstrass:

G|

Obr. 3.14 — Absolutni hodnota funkce) pro komplexni z v okoli gatku[86].

zhlému odvozeni vzorce

rorl- =

Weierstrassovy reprezentace funkce gama se dat

sinTz

Je totiz

z)a

{(1+

1
Avsak, jak se dokazuje v matematické analyze [6§32]1 sinz= zT]

o]

ze?e’” M

1 _
-2l (2 (-2) h

1
NrNzra-2z

(nm)?

n=1(1 )
al@rildo

n

sinTz

n
NMzara-2z

_2_2) -
n2

b

1

(o]
mz[]
n=.

|

e

_ 17

1

ofik

sinTz =

ovSem
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Funkcel’ ma& mnoho dalSich zajimavych vlastnosti, ale nezpyez odkazat na
literaturu a internet. Zde uvedeme jergdv
(i) Vypocet hodnoty

00 1. o _
r(3)=[e™x? lax = j%dx.
0 0

Substituci x =t (t(X) = /X, tj. mezet(0) = 0,t(x) = o, dx = 2 dt ) piejde
v Euletiv—Poissoflv integrél [81] (dnes znamy jako Lapldeentegral®)

© 9 0
r(d)= < 2tdt =2[ e dt =/,
0 0

jehoz vypdéet je uveden ndpv [14]. Tato hodnota se uptate ucasto uzivanych
rozc&leni pravépodobnosti [84,85]. Dostaneme ji okamdzitosazenimz = % do

T
sintTz

vzorce N9 M (1 =
(i) Stirlingav odhadr (1 +s) pro velkas> 0
Ml+s = of e'tSdt =S /2ms [81], resp.s’ €° V2T i (0 <6< 1) [80].
Pros=n (celz, kladné) [84,85]

On
F(L+n) =nl=n"e" v/2m e,

Funkce B (beta)
¢ili Eulerav integréal 1. druhu je funkce dvou prémmychp, g > 0

B(p, g) = } tPt @ -t ot
0

Substitucit = 1 —x se snadno doké&ze symetip, q) = B(q, p).

Veta. Prop, q > 0 plati

r(p) ()

B(p, Q) = ——-.
r(p+aq)

Dikaz(podle C. G. J. Jacobiho (1804 —1851) [81]). Viigete sodin
rEr@=| e x"axx [ e’y dy.
0 0

Sowin obou integrandl €Y x P* y % je funkce integrovatelna v 1. kvadrantu
(0, ©)x(0, ), takze podle Fubinihogty [14,81]

rE)r= [ % y*dxdy.
(00 )x(0)

Ozna&me G = (0,0)x(0, 1) = {(u, v): u O (0, ), v1 (0, 1)}. Vzajemrt jednoznané a
regularni zobrazeni G na @)x(0, ») [14,81],
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()= ()~ ()

ma jakobianJ = g((x y)) = 1\‘/" "l =u. Pode wty o substituci [14,81] je
u, v
rerE= [ %" yTaxdy=[[ € u@-v]"" [ug“ | dudv
(00)x(0,00) G
o 1 o 1
=[ [ e'uPuu. (1P v dudv=[ [ e uP " (1-v) P v du dv.
00 00

Podle Fubiniho &ty je posledni integral roven

00 1
[ €'uPdu [ (1" v dv = [(p+0) B, p).
0 0

r(p)r(a) _

Tedy B@, p) = )

B(p. q). -

Funkce beta je vhodné pro aplikace ve statiskide,je jasné, Ze nahodna proma
je spojita a nabyva hodnost gakého konéného intervalu. Mezi takové véiny pati
pevnost materialu, pevnost viaken, dra lan, vySka nebo obvod kmene stiom
vysazenych prakticky séasreé na lesnim pozemku, sgeba energie, vody (obr. 3.15),
nakupy, trzby, charakteristiky poruch uniformitygqumatik atd. Nkteré aplikace byly
piedvedeny viednasce [12] a v dalSi praci [87]. Tam se td&, Zze normalni
rozcleni se pouziva obvykle nefebdniné, bez o¢iovani a prostjen proto, Ze je to
obvyklé a matematika kolengjije dikladné zpracovana a #fstupréna.

B-rozdleni (beta rozéleni) ma distribani funkci [87]
Xy
Moy +bs+2) 2p b
F(x, b) = 4 j t(1-t)> o,
Fbs+D (b +1)
kdeb = (Xmin Xmax & b)' je vektor parametr Ten se najde minimalizaci nasledujici funkceasesié z
vypoétenychnp a empirickychn; ¢etnosti pro intervalq, X+1)

oy =y P )?
i=1 np;
genetickym algoritmenp( = F(x.1, b) —F(x, b) ) [12,87].
Stejre tak N—rozdleni (normalni rozéleni) ma distribani funkci

| oo i j
2T[ b2 -0
a vektor parameirse najde podokin
U piikladu z obr. 3.1%elzeB-rozdsleni s vektorem paramétb = (8.4, 64.26, 2.6875, 15.24876)a
hladirg vyznamnosti 5%amitnou{17], protoze

F(x, b) =
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X?(b) =3.92540< X0.045) = 11.07050,
kdeZto u normalniho rozténi s minimalizujicim vektorern = (m, o) = (18.59096, 5.05918)je
X?(b) =29.43573> X005(7) = 14.06714,
takze normalita sewusi zamitnout

80

Cetnost | Empirické é&etnosti |
70

. . | B-rozd éleni |
N
\

50 A .

40 -
30 /
20 F
10
0 { ‘ ‘ ‘
5 10 15 20 25 30
Spotfeba X, dm?

60

Obr. 3.15 — Distribuce denni sgeby vody za 1 rok podle Gdaja jednom vododnu.

3.3.5. EULEROVA-MACLAURINOVA FORMULE
Vyjdeme z problému numerické integrace dostatdladké funkcd na intervalu §, b].

Tento interval rozélime na n stejnych intervadl délky h = %. Z numerické
matematiky je dol® znama prvni aproximace integralu pomoci spojiéc@stech
linearni funkce (splajnu) [3], tzv. trapezova (ldkznikova) formule:

? ) dx = gh [f(a) + 25 f(a+kh) +(b)]
a k=1

Jedna idea Zpsréni vypaitu integralu spéiva ve vyuziti vySSich derivaci funkce
zapojenych progtdnictvim Bernoulliho polynoin [80,81,89,90]. Zde uvedeme jen
vyslednou algoritmickou Eulerovu—Maclaurinovu fodimu

g h -l m pX 1 K1
| 10 dx== [f(@ +2Y fla+kh +f(b)]-X Bak[f @ (b) - #@)] + Ry,
- 2 k=1 k1 (2K)!
kde 2nje zvoleny maximalni stupieBernoulliho polynomi a Ry, je zbytek
h2(m+1) (2m+2)
=— Bopo f a+0(b-a), 0<6<1.
o= ome2) o (a+8(b-a)

K aplikaci Eulerovy—Maclaurinovy formule gebujeme tedy jen Bernoullintisla
a funkeni hodnoty lichych derivaci funkceé O vypaitu Bernoulliho ¢isel jsme se
zminili uz v odst. 3.3.2. Pro Uplno&:.1 = 0 prok > 0. DalSi jsou v nasleduijici tabulce.
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n | B, 2
E Priklad 1. Odhaddme integrall = j exp(—x—zz) dx. Zvolmen =
1 1/2 °
> | s 4, tj.h = 0.5. Funkni hodnoty a hodnoty 1., 3. a 5. derivace jsou:
S x () (9 )
6 | 1/42 0 1 0 0 0
8 ~1/30 0.5 0.882496903
1 0.60653066
10 | 5/66 1.5 0.324652467
12 | -691/2730 2 0.135335283 -0.270670566 -0.812011699  1.894693965
14 | 7/6 Cleny 1.190673836 0.00563897  -7.04871E-05 _ -9.78988E-07
16 | —3617/510 Aprox. A 1.190673836 1.196312806 1.196242319 1.19624134
18 | 43867/798 Podle Eulerovy-Maclaurinovy formule vychad = 1.19624, ale
20 | —174611/330 z hodnot pravépodobnostniho (Laplaceova) integralu (EXCEL)
22 | 854513/138 vychazi | = (2% [®(2) — ®(0)] = 1.1962880. Ani dalsi

Prvni Bemnoullihacisla gproximace nenaztiaji zlepSeni. To je vyzva k opatrnosti [90].

Priklad 2. Profadu(3) = i k3 se analytické vyjaeni (na rozdil od(2k) = cy ¢
k=1

pro sudé argumenty) dosud nepoddo najit. Urit hodnotu(3) = 1.202056903159...
numericky vSak n&ni potize, nebttatorada konverguje dost rychle.
Eulerovu—Maclaurinovu formuli Ize upravit pro vyjiy odhadi sowta fad
n b h m h2k
2 fla+kh) = | f(x) dx—— [f(a) +f(b)] + >
<] J 2 @ (k)
U konvergentnfady musi funkcé spolu s derivacemi vymizetipx — oo.

BZk [f (2k—l)(b) —f (Zk—l)(a)] + Rm,

Uiady > k2 polozmef(x) = x> h = 1,b = « takzef (w) = 0. Dejme tomu, Ze
k=l

4
vypoiteme sotiet prvnich 4cleni 4 = > k° = 1.177662037. Pro zbytetady pak

k=1
dostaneme odhad
@ P f(5) m h* X1
L= f(x) dx+ - By f* N5
Zy e L 0T T g O
2k
=L+ 1__3 I _p, (s,
2x25 2x128 o (2k)!
m 2k
-0.024-% g, @)
k=1 (2K)!

Derivace funkce< se paitaji snadno:
f'(x) =fY(x) = —x*= —$2+l)f(x) X1
7 (x) = f D(x) = =(2+2)f D(x) X7,

£ 0000 = _(244+1) F () XL
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I o  h# _
a Bernoullihogisla jsou v tabulce nargdchozi strance, takzm Bx f @ (5) Ize

pohodiré patitat v EXCELu. Né&sleduje tabulka vysladls pouzitim indek j a k.

00 m
V poslednim sloupci jsou odhady” k== 1.177662037 + 0.024 3 ax.

k=1 k=1

j f9(5) B/(2K)! a Odhad

0 0.008

1 -0.0048

2 0.00384| 0.083333333 .0.0004  1.202062037
3 -0.00384

4 0.004608| -0.001388889 5.33333E-06 1.202056704
5 -0.0064512

6 0.01032192 3.30688E-05  -2.13333E-07 1.202056917
7  -0.018579456

8 -8.2672E-07 1.536E-08  1.202056902

Je vidt, Ze i troSe Ssti dostaneme dobré odhady. Neni ale jisté, Ze dydha
konverguji, a je zklamanim, kdyZ se po vynaloZefi§iio Usili na vypé&ty zjisti, Ze
titanciax konverguji k nule pomalu nebo se od ni dokon&énagi vzdalovat [90]. Na
dnesSni vkus nam takové vyfig piipadaji pokkud neutité nebo sloZité. Nicmeén
Eulerova-Maclaurinova metoda stale fipahezi jednu z metod¢&ani velkého pétu
titanal jednotného typu (nd@pl100 patych mocnin po séldoucichéleni aritmetické
posloupnosttisel) nebo nekoraychtad.

3.4. DIFERENCIALNI GEOMETRIE

Sam nazev naztiaje, Ze jde o fechod od kongych objekét béZné geometrie
k manipulaci s nekoe¢ malymi objekty uskui@ény pomoci diferencialniho @tu
[14,16,91]. Je pochopitelné, Ze o geometrickychkapich infinitesimalnich metod
uvazovali uz matematiciipd Eulerem. Nap 1731 vySla kniha A. C. Clairauta o
kiivkach s dvoji kivosti, tj. prostorovych kvkach.

Euler geSel k analyze ploch, tj. spojitého, pobladkého, zobrazeni rovinné oblasti
(intervalu) do prostoru:u( v) = u — x = (X(u, v), y(u, v), z(u, v)). Ktivost plochy se
vaze s kivkami na hladké ploSe. iivky vytaté rovinami prochazejicimi speéteou
normalou v bod plochy obect méni kiivost K vtomto bod. Ta nabyvd maxima a
minima ve dvou vzajenmiortogonalnich normalovych rovinach, které &ni rovirg
k ploSe uéuji tzv. hlavni smiry. To byva u gkterych ploch, naip rotanich, zejme.
Eulerovou ¥tou v diferencialni geometrii se rozumi tvrzeni vyj@aé rovnosti

K(B) = Kmax COSO + Kpmin SINF 8
kde 6 je Uhel zvolené normalové roviny s normalovou mowi @isluSnou maximalni
kiivosti.
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V diferencialni  geometrii  (ndp
[91,92]) se Eulerova &a dokazuje na
zakladt 1. a 2. kvadratické formy plochy.
Zde se omezime jen na vydeni.

Obr. 3.16 ukazuje pro jednoduchost
kiivku na valcové ploSe. Polam
kruhové podstavy ja. Na ploSe je zvolen
bod A a jim je uwena normélan a
normalova rovina 1, ktera protina
vélcovou plochu v kruznici o polofru a.
Ta je zarové kiivkou na valcové ploSe
s maximalni kvosti (1&). Tetnou a
normalou v bod A je urkena rovinar,
ktera svira s rovinomt uhel 8. Rovinarg
protinA  valcovou plochu v elipse
S poloosamia/cos® a a. Tato elipsa

Obr. 3.16 — Kivka na vélcové ploSe. aproximuje Kivku v okoli bodu A a jak
zndmo, jeji polorr kiivosti v tomto bod je
R = ) a
a co 0
To je zarove poloner kiivosti oskul&ni kruznice Kivky v bod A. Plati tedy

1 _cose
Kg = — =
Rg a

U valcové plochy je minimalnifkvost (kivost povrchovych fimek) Kmin = 0 a Zejmeé
zde tedy Eulerova rovnice plati.

V obecném fipact bychom museli dokazat, Ze &m maximalni a minimalni
kiivosti v bodt jsou ortogonalni a pak pouZzitikosti oskul&nich kruZznic.

V Eulerow dok¢ byla diferencialni geometrie spojena s vidednim hladkych
ploch ve 3D typuz = f(x, y), kde f ma derivace dostate¢ vysokéhotadu. Obecna
geometricka témata se teprvetimala formovat a aZz pockolika dalSich desetiletich

mohly vzniknout autonomni discipliny geometrie asthimi metodami a aparatem.

= Kpmax COS0.

3.5. DIFERENCIALNI ROVNICE
V diferencialni geometrii jsou vztahy mezi \tiami vyjadeny diferencialnimi
rovnicemi a je jasné, Zze mnoho diferencialnich rovna geometricky nebo fyzikalni
pavod. Téma diferencialnich rovnic omezime jen tleteré Eulerovy fispivky.
Eulerova diferencialni rovnicena tvar
YO+ XY+ e xy +any =0,
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kde x je nezéavisle progmna,y je hledana funkce. Je to specialniifpad obyejné
linearni diferencialni rovnice, kterd se substituoi = € da pevést na rovnici
s konstantnimi koeficienty [93,94].
Priklad. Rovnice

Xzy,, +2xy’ +y:O
piejde substituck = €

., _dy1 ¢ dy
= — :e —,
Ly dt% dt
” tdy et dy | d? y 2 dy
=e — (e =e (-e — +¢€ = — -
y dt ( ) e ( ot >) = (Olt )]
do tvaru
2
eZte—Zt(dy dy) sdat A yzﬂ_yﬂﬂw dy dy fy=0.
dt dt?  dt dt dt?2 dt

Posledni rovnice je lineéarni s konstantnimi koefity. JejireSeniy jako funkcet se
najde standardnim #pobem (pomoci charakteristické rovnice [93,94]k Bainverzni
substituci t = Inx najdereSeniy(x)).

V naSem fipadt ma charakteristicka rovnica® + a +1 = 0 komplexni kieny oy, = —% a1z i\/§).

Obecné&eseni diferencialni rovnice s nezavisle p¢anout je

t t
y(t) = Al eal + A2 eaz , kdeAl = All +i Alz, AZI Az]_ +i A22 a VgeChna\"k s i, J = 1, 2 jSOU realna.
Odtud realnéeseni fivodni Eulerovy rovnice jako funkoe(x = €, tj. t = Inx)
. 0y Inx . 0, Inx
Y =Re{Au+iAge " +(AatiAge * )

= Re{(Aw + i As)) exp(—; LA+iIVB)INX) + (A + i Ag) exp(—5 L@-iy3) nx}

= Re{(Au + | Ar) exp(-31n %) exp(2 1nX)) + (s + i Ar) exp(-31n x) exp(~ i) In )}

= ﬁ Re{(Aqr + 1 A) (cos (% Inx) +i sin(% INX)) (A1 +iAy) (cos (% In x) —i sin(% In X))}

= ﬁ [(As1 + Agy) (cos (@ In x) + (Agz— i A sin(@ In x)]

= ﬁ [Cicos (@ Inx) +C, sin(@ In x)].

Tento piklad naznauje, ZeteSeni diferencialnich rovnic the byt pracné aip
dlouhém peitani se riziko vyskytu chyby sanmi@me zvySuje. Proto se uz od davnych
dob pouzivaloiznych odhad a gibliznych metodieSeni. Dnes je k dispozici mnoho
algoritmi pro numerickéieSeni obyejnych i parcialnich diferencialnich rovnic na
pocitaci [3,89,90,95]. Jejich vyklad obvykle &aa nejjednodusdtulerovou metodou
konenych diferenci (viz dalostup, pog. jejimi modifikacemi.
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Obr. 3.17 ukazujeeSeni diferencialni rovnice
Xy + XYy +y=0
s paateinimi podminkami  y(1) =0,y (1) = 0.2 a fibliznéteSeni ziskané Eulerovou
metodou s krokerh = 0.1.

0.12

0.10

0.08

0.06 -

0.04 1
0.02 ]
0.00

-0.02

Derivacey’(x)

Obr. 3.17 — Srovnani/bliznéhoreSeni Eulerovou metodou s hrubym krokemhlss pesnymeSenim.

Postup Rovnice 2fadu se nahradi vektorovou rovnici (systémem dvenical.fadu)

Y2
Y1 _ (R y))_
y - ( j (2y2 + ))(/1 - (fz(x’ y)j - f(X, y)

a iterace s krokerm = xi.1 —X; , yi = y(X) atd. je vyjadiena rovnostiyi+1 =y; + f(x, yi) h,
tj. ve slozkach

+yh y Yii *Y2ih
Yia - Yi i resn. Li+l = y y
(Yi'+1) (yi' + fz(xi’Yi’yi')h)’ P Yoi+ ( 2! XLI —)h|’

1
Priblizné feSeni s krokerh = 0.01 je uz graficky nerozliSitelné odegnéhareSeni.
Presn&eseni se ziska z piatesnich podminek abecnéhdeseni

y(x) = ﬁ [Cicos (@ In ) + C, sin(@ In x)],

tedy proC; =0 aC,=0.2/+/3.

Eulerova metoda obvykle poskytuje prvni hrubou rimfaci oieSeni a ma tedy spis
kvalitativni charakter. Jak jiZz byleeceno, v praxi se obvykle pro numerickéSeni
pouzivaji pesrejsi ale také sloZSi metody.
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Eulerovi se rovi&Z prisuzuje pouziti Taylorova rozvojeripieSeni diferencialnich

rovnic. RozvojreSeniy(x) v bod x pro girastekh je
] . h?
y(x+h) =y(x) +y (x) h+y”(x) o T

Mame-li zadanu diferencialni rovnici ve tvaru

Y (%) =f(x, y(x)) ,
muzeme ji vyuzit k vyjateni vyssich derivaci funkge

vaf#mwm+34mwmym:ﬁwmwm+iuxwmwwm
X oy oX ay

atd. Po dosazeni do Taylorova rozvoje dostaneme

y(x +h) =y(x) + f(x, y(x)) h + [% f(x y(X) + aiy f (%, y(¥) f(x, y(9)] % + ...

Aproximace prvnih@adu (lineérni iterace) s krokdmje jiz popsana Eulerova metoda.

2

Priklad. Pa:ateini tlohu
y=2x/, y(0)=1
feSme nejprve analyticky. Protoy€0) = 0, je bodk = 0 stacionarnim bodebeSeniy.
Za predpokladuy(x) # 0 Ize rovnici pevést do tvaruL2 = 2X, ktery Ize snadno
y

integrovat: . x* + C. Z pasateini podminky dostaneme ihn€d= —1 a tedy .
y

1 1
X2-1  @+x)a-%)
V bodechx = + 1 mateSeni singularity. Tyto body vymezuji detini interval (-1, 1)
feSeni poateini Ulohy jako diferencovatelné funkce (obr. 3.18).

y(x) =~

[4)]

N

-2 4

2
=4

\ 4 l

Obr. 3.18 —ReSeni pdaterni Glohy y'= 2xy?, y(0) = 1.
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Redme nyni nadi gateini tlohu na intervalu [0, 0.8] pomoci&Beni Taylorova

rozvoje
h2
y(x+h) =y(x) +y'(x) h+y”“(x) o
U nasi rovnice j§’ = 2xy?a y” = 27 + 4xyy = 27 + 4xy 2xy° = 2y (1 +4x%), tedy
y(x+h) =y(x) + 2/ h+y* (1 +4¢y) h* .
Proyk = y(X), X1 = X +h =X + kh pak dostavame iteraci
Yier = YOG + h) =y +xyi?h +y2(1 + 2¢%y) W72,

S krokemh = 0.1 dostaneme v EXCELu body znazond na obr. 3.19. Jeégimé, Ze i
pii tak velkém krokuh dava kvadraticky Tayldwv rozvoj uz slusnou aproximaeSeni
— mnohem lepSi nez linearni Taylerozvoj (zakladni Eulerova metoda).

. y(X) /o
y Taylor

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 X 0.7 0.8 0.9 1

Obr. 3.19 — AproximacgeSeni poate’ni Ulohy na intervalyo, 0.8] Taylorovym rozvojem.

3.6. VARIACNI POCET

Euler je povaZzovan za zakladatele vémido p@tu. Variani ulohy byly znamy uz
v antice [14,96] a mnoho uloh bylo takéfggeno uz fed Eulerem. Nap teSeni ulohy
najit kiivku dané deélky, ktera uzavira plochu maximalnithsahu, bylo znamo uz ve
starém Recku (Dido, izoperimetricky problém [14,96,97]) woehilohu Johanna
Bernoulliho o brachistochren tj. kiivce, po které se hmotny bod beaeni dostane
v gravita&nim poli do bodu s niZzSim potencialem za nejkraidibu Gpaxiotol =
brachistos = nejkratSkpovol = chronos =tas) otiS¢nou v Leibnizo¥¢ ¢asopise Acta
Eruditorum wervnu 1696, vieSili uz Leibniz, I"'Hospital, Huygens, Newton, von
Tschirnhaus a Jakob Bernoulli [98]. Jakob Bernaldkonce odvodil zakladni rovnici,
kterou znovuobjevil Leonhard Euler [99]. Do tefddy pati také uloha o nalezeni
kiivky, kterou zaujme osa langtzu, €zkého vidkna zasseného mezi dvma body.
Tyto Ulohy jsou spojovacim mostem mezi matematikoumechanikou. Ale ndp
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Fermafiv princip Steni s¥tla v prostedi pronénné optické hustoty vede do optiky a
daly by se uvést dalsfiglady hledani sloZzéSich extréni v realném sgte.
Historické pozaditeSeni brachistochrony bratry Bernoulliovymi atvwdni

okolnosti jsou uvedeny v [100]. Prailplizeni citace odtamtud:

Zadani v Acta Eruditorum:

J&, Johann Bernoulli, se obracim na nei8&jsi matematiky gta. Pro inteligentni lidi

neni nic gitazlivejSiho neZ'estna vyzva keSeni ulohy, jejiz vgSeni jim pinese slavu

a zistane jejich trvalou fipominkou. Nasledujesfklad Pascala, Fermata a dalSich

doufam, Ze se mi dostanecéwdosti celé vdecké komunity, kdyz/gd nejskwlejSi

matematiky nasi doby postavim problém, na kteréhomodzkouSet své metody a silu

vvvvvv

zasluhuje uznani.

Uloha:

Jsou dany dva body A a B ve vertikalni révinia se najit Kvka, po niz se bod jen
pusobenim gravitace dostane z bodu A do bodu B vatgiicase.

Tak Johann Bernoulli a Leibniz zémé pokouSeli Newtona. Népkvapuje proto,
Ze v probihajicim prioritnim sporu o infinitesimé@mpaitu piidal Johann do své vyzvy
tato slova:
... existuji jedinci, kterym se libéSit naSe sk ulohy, ale mezi opravdovymi
matematiky je také paech, ktei se pysni tim, jak obdivuhadrozsFili hranice
vedy svymi zlatymi teorémy; mysli si o nich, Ze kglmiped nimi neznal, ale ve
skute'nosti je jini publikovali uz davno edtim.

Podle Newtonova Zzivotopisce Conduitta Newton problémachistochrony
vyreSil jednoho vé&era po navratu z kralovské mincovny.

... ve shonu kolem velké razby novych minéepNewton dothz Toweru az po
4. odpoledne velmi unaven, ale nespal, dokud utawyesil, coz bylo kolem 4.
hodiny rano.

Newton poslal svéeSeni Charlesi Montagueovi, hrbz Halifaxu, ministru
financi a zakladateli Bank of England. Montague bywitbniv celozivotni
pritel, nevlastni zéa prezident Kralovské akademie. Newton prohlasil:
Nechci byt okZovan a provokovan cizincildvmatematickym zalezitostem...

Kralovska akademie otiskla Newtonovaledi ve Philosophical Transactions
v lednu 1697 anonyrén..

Euler se snaZil najit obecnou metodu nalezeni mxtndatematickychéiselnych
objekth zavislych na funkcich, tedyunkcionali, jak fikame dnes. Jeho odvozeni
zakladni rovnice, ktera sedlenazyvaEulerova nebo Eulerova-Lagrangeovanebylo
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pochopitel@ naprosto rigorézni v dnesSnim slova smyslu. Ale tavnice naSla tolik
aplikaci v fiznych oblastech, Ze dala vznik nové matematickeédis¢.
Ukazeme si principy odvozeni Eulerovy-Lagrangemmnice.

Zakladni lemma variéniho paitu [14].
Predpokladejme, Zéag jsou realné spojité funkce na intervald, [xi], g je spoji¢

X
diferencovatelna ay(xo) = g(x1) = 0. Je-li j fg dx = 0 pro kazdou takovou funkgi je
X0
f(x) = 0 pro kazdé&O[xo, X4].
Dalsi informace aikaz je nap. v [14].

X
Eulerova-Lagrangeova rovnice pro funkciondl[y] = j f (X, y(X), Y (X)) dx.

Xo

Predpokladejme, Ze funkcg ma tyto vlastnosti: nabyva danych hodnot v krdjnic
bodech intervaluxp, xi], Y(X0) = Yo, Y(X1) = y1 a “stacionarizuje” funkcional. Tim
rozumime, Ze pro funkce blizkéseJ ténmet neneni. Funkcey by se néla nazyvat gjak
jako “stacionara’, ale ujalo se pro ni amvd extremala. Bil U mnoZina dostateé
hladkych funkci u na intervalu Xo, x], které se anuluji v krajnich bodech,
u(Xp) = u(xy) = 0. ProudJU definujme funkciF takto

F(t) = J[y + tu].
Prirastek funkcet u(x) je zmena cili variace funkcey a réekdy se oznéuje dy. Je-liy
extremalou neboli stacionarnim bod&mmusi bytt = 0 stacionarnim bodemm, tedy
8J=F(0) & =0. Polozme

wW(X, t) = y(X) +t u(x).

Parcialni derivace budeme stnd vyznatovat dolnim indexem, nagfy = df/dy. Pak

0wk, t) =wi(x, ) =y +tu, 9 wix, t) =wi(x, t) = u.
0x ot
Proménnat funguje v integralur(t) jako parametr. Derivovani podi¢l4] dava
. d d d
FO)=—" Jy+tu [ o= IWx D] [oo= ~ [ 06 w(x, 1), wy(x 1)) dx |,
dt dt dt 5

X
= |12 w0, 6 0) 20w ), w (1) 0|
X | 0w ot Wy o |,

0

= [ 19 txy.yyu+ 2ty y)u| o
| ay ay'

Z linearity integralu plyne

X X
FO =] fyxy,y)udx + [ fy(xy, y)udx.
X0 X0
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Druhy gitanec na praveé stramtegrujeme per partes
X , _ , X x d
[ Ty Oy U0 e =y y) ue [ = [ fy () u(x) ax.

V dusledku podminela(xp) = u(x;) = 0 je prvnic¢len na praveé straD. Tedy
X1 d
F(0) = j {fy(x,y, y) - ™ fy (%Y, y)} udx =0.
Xo
Z volnosti volbyu a ze zékladniho lemmatu vatdho pd@tu plyne, Ze vyraz v
hranaté zavorce je roven 0. Pro stacionarni bokicfonaluJ tedy plati

0 y_d(o _
a_yf Xy, Y) dx(ay,f(x,y,v)J 0

Toto je Eulerova-Lagrangeova rovnicgeuler ji publikoval v roce 1744) a stala se
z&kladem odstvi, které Euler 1766 ozt jako variachi pa‘et Odvozeni zakladni
rovnice zgesnil a od geometrického nanostistil Joseph Louis Lagrange (1736—
1813), ktery rovtiz vyznams prispél k rozvoji matematiky a jejich aplikaci obzviaé
mechanice [101].

Matematické kyvadl¢br. 3.20). Hmotny bod z&eny na neprodluzitelném viakn
v gravita&nim poli se zrychlening vychylime do
c klidové polohy dané Uhlem, a pustime jej. Rozdil
puvodni potenciélni energieng(1 — cos@,) a nove
potencialni energie v okamzikti odpovidajicimu
Ghlu @), tj. mgl(l — cos@) — mgll — cos@,) =
mgl(cos @, — cos@) se eneni v kinetickou energii
%m(l ®)? (teska zn&i derivaci podletasu) tak, Ze

+
I(1-
( COS b v pribéhu pohybu se minimalizuje integral rozdilu
kinetické energie a zény potencialni energie
t .
[ [3m( ®)? —mglcos@, — cosg)] dt
0

Obr. 3.20 — Matematické kyvadlo t .
=ml| [$19”+gcosp—gcose, dt.
0
Integrand na pravé straoznamef (¢, @). Prislusna Eulerova-Lagrangeova rovnice je
0 - d(o - . d - .
— (@ —-—|—"1(0@ =—gsing— (1) =0, tj.
20 (0.9 dt(a(p (¢ CP)j gsing dt(CP) J

ib+|gsin(p:0.
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Touto rovnici jsme se zabyvali v [16] a ukazali gsmak se s amplitudog, z\¢tSuje
doba kyvu. Aby doba kyvu byla nezéavisla na ampéifushusel by se hmotny bod
pohybovat po izochran tautochrog ¢i brachistochro#, coz jsou synonyma cykloidy.

Brachistochrona  Paiateni bod umistime do gétku sowiadného systému ve
vertikalni rovirg, pricemz vertikalni osayomiti doli. Potencialni energig(y) = —mgy
tedy klesa z nulové Uroérv patatku. Ze zakona zachovani energie plyne, Ze Ubytek
potencialni energie je roven ziskané kinetické ginermgy+ mv#/2 = 0. Odtud

v= dg/dt = 1+ y'2 dx/dt = - [2gy .
Cas poklesu je pak

:ijx 1+y'? dx
29 oy

12
a jeho minimalizace znamena minimalizaci funkciunﬁ;i hfy adx =I; f(y,y) dx.
y

Integrand explicitéy nezavisi nx a v tomto pipac méa Eulerova rovnice integrih,96]

f—yfy =const, tedy
J1+y'? y'2
f \/7«/1+y

Néasobeni posledni rovnice faktoreip /1+y'? dava rovniciC [y -[1+y'? =1, t.
y(1+y?)=1[C*=B, C%0.

Odtud

coz se da snadno integrovat

\/7dy I dx = x.

Zavedeni nové proégnnéu = u(y) = /Bi vede zptné k y(u) =B u? /(1 +u?) , tedy
-y
dy=B2u/(1 +u2)2 du a

u(y) _ u(y)  u(y)
x—j dy= B u.%du:B{u 12 + du2
u(O) @+u®) 1+u® o o 1+u
=B] u(y) + arctanu(y)].
1+u?(y)

Abychom se funkce arctan zbavili, zavedeme @hrelvnosti u(y) = tang. Pak

2% 1= B [o-singcosyl = B [¢- sin (29)] = ~ [29-sin (2]

X:B[(p_l tarfo

a kon&ng
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y=BU? /(1 +u?) =B tarfe/(1 + tafg) = B sirf@ = 2 [1—cos (2p)].

Ted sta&i polozitp = 2¢ a dostaneme parametrické vyijédi hledané extremaly
X(p) =a (p—sinp), y(p)=a(l--cosp).

Ziskana rovinnd ivka se nazyva cykloida. Je to trajektorie bodu kmaznici o
poloneru a pri odvalovani kruznice po horizontalni ose 0

Nejwetsi paateeni zrychleni Ize ziskatippohybu ve sréru vertikaly, tj. osy §, od
néhoz se drdha hmotného bodu musi postiqmmizontal® odklaret. llustrativni giklad
je na obr. 3.21. V silovém poli se zrychlengr= 9.8ms? je ¢as potebny k urazeni
drahy po cykloid t = 1. 5046s, pohyb pdimce OE by vyZzadovatast = 2.6198s [14].

Obr. 3.21 — Oblouk cykloidy jako brachistochronazimeratkem a boderk = (3172+1, 1)

Variatni udlohy se daji rozBt na funkcionaly s derivacemi vySSidgidi, s vice
proménnymi atd. [14,96]. DalSi tdezitou ¥#idou jsou podmi&né ulohy, které v
diferencialnim pétu i ve varignim patu rozpracoval J. L. Lagrange. Tyto Ulohyresi
zavedenim Lagrangeova multiplikatoru [14,96].

Nap. zmiréna uloha maximalni plochy omezenékou dané délky. zni

b b
{.[ydx j 1+y’2dx—L:O} M - max.
a a

Vytvoiime pomocnou funkcF s konstantnim multiplikatorem: F =y + A [1+y2.

Pro ni Eulerova rovnice zni

d y d y
1-—1|A =1-\N — =1-Ak =0,
dX( 1+y'2} dX( 1+y12J
kdek = 1/ = const. je kivost. ReSenim je tedyikvka s konstantniikvosti, kruZnice.
Technicky dlezité jereSeni objemoveé izoperimetrické tlohy [102].
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4. EULEROVY STOPY VE FYZICE

Euler se od ranného mladi zajimal o aplikace maikyna mechanice a technice. Jak je
uvedeno ve 2. kapitole, ve 20 letech zaslal do¢zeud Velkou cenu Paské akademie
praci o nejlepSim umi&i stozaih na plachetnici, zajimal se o stavbu lodi,
délostrelectvi, pohyb nebeskychilés, zejména Nkice (jakoreSeni problémukit téles),
prouckni tekutin, mechaniku a mechanickeé stroje. V ro€&6lvydal knihu Mechanica,
sive motus scientia analytice exposita, v niz byhyb hmotného bodu popsan ryze
analytickymi prostedky, v roce 1765 vysla jeho kniha o pohybu tuhiéhesa, Theoria
motus corporum solidorum seu rigidorum [5]. Mnahgho praci si netroufamilec
komentovat, proto uvedu spiS namatkou jektere.

4.1. REMENOVY POHON

Normalova slozka silyy je

souwtem tahu v koncovych
bodech elementu délkys
\ (obr. 4.1). Rirastek tahové
54 silly AVF 'je'roven normalové
Hnand piitlacné sile
Femenice Fv=Fsin @ a/2)
+ F + AF) sin Aa/2)

T e =F Aa
Obr. 4.1 —Remenovy pohon: kolo vlevo hnaci, vpravo hnané. nasobené koeficiententeni
U, tj.
AF = uFy =pF Aq, .
resp. v infinitesimalnim tvaru
dF
— =uF.
da H
Integraci této jednoduché linearni rovnice deép# paateni podminkouF(0) = Ty
" odF 9 T PN
(obr. 4.1) dostanemg — =p [ da, tedy InT— =ud: Pro maximalni fenasenou
To 0 0

silu pak platiEuleriv vztah

T—-To=T®)-To=To (€° - 1).
Uhel 9 zna:i pii stejném koeficientuiéni Ghel opasani men&menice s polosiemR
(® < m). Maximélni gendSeny moment j&l = (T(9) — T(0)) R a maximalni genaseny
vykonP = 21t (T(9) — T(0)) R n kden je paet ota&ek hnaciemenice za sekundu.
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4.2. OHYB NOSNIKU
Kazdému, kdo ma aspazakladni zkusSenosti s redlnymi materialy, je jasteeteorie
linearni elasticity je fedevsSim idealizace. Z idealizovanyctregpoklad plynou jako
matematické dkledky uZiténé odhady. Ty vSak s mnoZstvimiznych specialnich
piipadi a praktickych korekcidaji nauku o pruznosti postrachem student

Jednim ze zakladnich aplitdch problénd je ohyb nosnik. Dukladna teorie je
vyloZzena v knize [31]. Jadro problému zndage obr. 4.2, nadmz je schéma ohybu
horizontalniho vetknutého nosniku s konstantnitiigaem v picném snéru.

,VLX

Fo——m === =5
'

(ol o e

= sy —
i - vumy
—

Ce‘e R.ini R’g Rex!,

Obr. 4.2 — Schéma zatiZeni nosniku. Dole je znédmbdeformace pomoci polemi kivosti.

Zatizeni vertikalni silolF vyvolavdA momentM (= rxF, kder je polohovy vektor
pusobist sily F v referedni soustay s p@&atkem 0 a x zn@ vektorovy sodin), ktery
je v rovnovaze s momentem rgéma ploSe piiezu A. Budemeimdpokladat, ze
(1) existuje neutrdini ploch&i vlakno, na &mZ je napti o ve snéru osy
nosniku nulove,
(i) vSechny slozky nagi krome téch, které jisobi podél neutralni osy nosniku,
jsou zanedbatelné,
(i)  priény rovinnytrez ged deformaciistava rovinnym i po deformaci (Daniel
Bernoulli),
(iv)  plati Hookiv zakono = Eg, kde E je Youndiv modul pruznosti materialu
nosniku Robert Hooke, 1635-1703 [103], Thomas Young, 178291104).
Dolni ¢ast obr. 4.2 ukazuje, Zze deformace je dana poltloolu vzhledem k neutralni
ploSe. Zvolime-li bod na neutrdlnim vidknu jakomweinné Kivce, gislusi mu polorsr
kiivosti R, a sted Kivosti G, Je-li R vzdalenost bodu nosniku v rogimeutralniho
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vlakna od stdu Kivosti G,, odpovida mu pogmna deformace(R) = R — R)/R.
PoloZime-lix = R —R,, dostaneme poémou deformacg(x) = X/R,. a nagti

o(x) =EX,
kdeE je Youngdiv modul pruznosti. Pro rovnovahu moméestly a napti musi platit
- _ - E
M=IMI =[] xo()dA=% [] ¥dA.
(A) (A)
Integral na pravé strand = [[ x° dA, je moment setrémosti piitezu vzhledem k ose
(A)
kolmé na podélnou osu nosniku a lezici na neutpédie v uvazovaném béd
Tak jsme dosgi ke znamémuBernoulliho—Eulerovu vztahu
=
Rn

PoznamkaEuler pouzival linearni aproximaci a konstatuz 1727, tedy 80 letipd T. Youngem [104].

4.3. VZPER. EULEROVO KRITICKE ZATIZENI
Kiivostk neutralniho vlakna jako rovinnéikky y(x) je definovana takto [14]:

y'(x)
K(X) = :
L+ y'2(x) 3?2
Moment vertikalni sily vzhledem k dolnimud&@pému bodu je
M =rxF = -Fy.

Pro malé vychylkyy od vertikaly Ize kivost aproximovaty " (x). Po
dosazeni do Bernoulliho-Eulerova vztahu dostanenmeaini
diferencialni rovnici

—-Fy=EJy", resp.
.. F
+—y=0.
y EJy

Na obr. 4.3 je kloubové uloZeni kdnpruzného nosniku (prutu)
vyjadiené okrajovymi podminkami

y(0) =y(L) =0,
kdeL je délka nosnikukesenim této okrajové Glohy §ast sinusovky

Y(X) = Ymax Sin( % X)

s celistvym potem pilvin na délcel, tj. /& x =k k=1, 2, ...

Vzpérna stabilita nosniku se narusi, budé-k& F; = %le (k=1).

ZatizeniF; je tzv.Eulerovo kritické zatiZzeni
Reseni prk > 1 jsou energeticky narogjsi, proto se &né nerealizuji.

Obr. 4.3 - Vzpr.
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Kritické zatiZeni zavisi na okrajovych podminkaBhdou-li oba konce vertikalniho
nosniku vetknuté, bude to vyj&ho rovnostmi

y(0) =y(L), y(0)=y(L)=0.
Snadno uhodneme (obr. 4.4), Z&sfjuSn&eSeni ohybové rovnicetrheme psat takto:

Y = Y12 sin( i x- §) +1]

YIY max
1 f v \
0.5
,_./' \.._ g
0 < T T T ’h

0 0.25 0.5 0.75 1
x/L

Obr. 4.4. — Tvar nosniku namahaného nagvzpokema vetknutymi konci.

Eulerovo kritické zatiZzeni vyjde z okrajové podmy % L=2t Feie = %M{z.
U obou vetknutych koricje tedy kritické zatizeni 4x vySSi nez u kloubaNdozenych
konai nosniku.

U jednoho vetknutého konce a druhého volného kaupovida tvar vychyleného

nosniku intervalu délky 0.25na obr. 4.4. Kritické zatiZzeni je pdki = E—‘]an.

4L
Podob# Ize zvlddnout dalSitfpady vz@ru a upeviini nosniku [105].

PoznamkaSprave bychom néli feSit ohyb pomociikvosti, tedy nelinearni diferencialni rovniceiddu.

K tomu je nutné mit k dispozici vhodnou numerickoetodureSeni diferencialnich rovnic a §ta¢ [3].

To by mohlo byt zajimavé téma pro aplikace naukproznosti u zkoumaného materialu nebo pro
specialisty v tomto oboru.

4.4. MAUPERTUISUV — EULERUV PRINCIP
Od Descartesovy, Galileiho, Huygensovy fyziky mddglieSel Newton Kk fyzice
principi a jeho zakladni kniha nesla ndzev Philosophiagralé principia mathematica
(Matematické principy fyziky). Slo o obja&mi, zda pirodni dtje probihaji jednotnym
zpiasobem, nap tak, Ze pi zachovani energie se minimalizujgaka veltina.
Maupertuis definoval takovou veiinu jako sodin rychlosti a drahyys a nazval ji
akci. Podle jeho principuipodni ctje probihaji tak, Ze se tato akce minimalizujejdo
velmi obecna formulace. V infinitesimalnim poje#i @4 tento principievést do tvaru
pouzitelrgjSiho v mechanice

vds = [ vvdt 0L [ Vdt=1[ Eidt OO min.
I I 2 m
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Historické pozadi ukazuje nasledujici citace £6]1
Maupertuis byl prvni, kdo publikovarincip nejmensi akcej v ds - min., gicemz integrél se

uvazuje na mnozihvsech spojnic (drah) dvou specifikovanych bguatostoru. Pouzil jej jen u 8tla a
nahradil jim Fermditv princip, z &jZ nag. plyne Sneliv zakon lomu sétla.

Par nesial predtim, nez vySla Maupertuisova prace tiskem, Enézavisle definoval akci vyrazem
S= j mvds = .[ p dq , kdep zn&i zobec®nou hybnost & zobecinou sotadnici. Princip nejmensi
akce pak pouZil k popisu pohybu hmotného bodu (L7B4 dvou letech Maupertuis citoval Eulerovu
praci “jako krasnou aplikaci jeho principu u pohyblanet” a pouzil tento princip teSeni rovnovahy na
pace, na analyzu rdzu dokonale elastickych a dd&omeelastickychétes. Maupertuis &kil, Ze tento
princip je obec# platny a Euler tento jeho mySlenkovy skok intuitiwskut&nil. Maupertuisovy zasry
v3ak nebyly zcela konzistentni. V r. 1751 prioMaupertuisovu zpochybnil Johann Samuel Kénig, ktery
odkazoval na Leibnizv dopis z r. 1707, vémzZ byly popsany podobné vysledky jako ty, k nimamib
Euler. AvSak Maupertuis a dalSi poZadovali, aby igdgmedloZil originél Leibnizova dopisu. To ovSem
neslo — Koénig rél jen kopii. Proto Berlinskd akademie pod vedeninkeEa prohlasila kopii Leibnizova
dopisu za patlek a prezident akademie Maupertuis si mohldidit narok na prioritu principu nejmensi
akce. Kdnig ale ndpstal trvat na Leibnizavpriorité a brzy nato se do sporu vmisili dalSi dva osvicenc
Voltaire na strati Konigow a prusky kral Friedrich Il. na straMaupertuiso¥ [107]. Ale k Zadné zgn¢
nazofi nedoslo az do 20. stoleti, kdy se skotenaSly dalSi nezavislé kopie Leibnizova dopisu.
V sowasnosti panuje shoda v tom, Ze priorita Leibnizjgv@pravena, tj. Ze Leibniz princip nejmensi
akce formuloval a pouzil keSeni Bkolika mechanickych probléimpred rokem 1707 (tedy 37 letqu
Maupertuisem a Eulerem), ale tyto své ideje n&zjnd.

Podobny historicky popis je také ve [107], kdeusédi, Ze zmigny Leibniziv dopis byl adresovan
Jacobu Hermannovi.

Podrobny vyklad a komerf& k Maupetuiso¥~Euleros principu je nap uveden
v knihach [27,29,30]. Zasluhou dalSich generaciikiyzse z & transformacemi
souadnic a vyjaéeni energii odvodily snaze aplikovatelné integrahmcipy.

Z nich asi nejznasjsi je Hamiltoriv (William Rowan Hamilton, 1805-1865).
V ném je akce konzervativniho systému, tj. zachovailaienergii, definovana jako
¢asovy integral Lagrangeovy funkce, tj. rozdilu kideé a potencialni energie,

L(t, a®, 290y = Ein(t, q(t), SO — Epoft, q(r), 290,
Symbolq(t) zn&i vektor zobecénych nezavislych sdadnic.

Aplikaci tohoto princip ukazeme na jednoduchéiiklpdu fyzikalniho kyvadla. Za
jedinou slozku vektoru zobed&mych sotiadnicq vezmeme Uhep mezi spojnici bodu
zawsu 0 s &zistdm kyvadla G a vertikalou (obr. 4.5). Uhlovéa rychlgsv celém dlese
stejnd, proto kineticka energie je

Ean(t, ), 99 =Ei(¥0) =1 | (r(x, y, 2 )2 dm(x, y, 2),
(M
kde (T) zn& mnozinu vSech bad(x, y, 2) télesa kyvadla v kartézském gadném

systému s peatkem v bod zawsu, r(x, y, 2) = 4 x% +y2 +2z2 je vzdalenost bodu
(X, y, 2 od osy otéeni a an(x, y, 2) element hmotyiifazeny bodux; y, 2). Ziejme tedy
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Ein(%52) = 1(F62)7 | 1Py, 2 dmix, ¥, 2) .
(M)
Integral na pravé strénse nazyva moment settvensti vzhledem k horizontélni ose

ot&eni prochazejici pétkem 0 (kolmo na osy; z na obr. 4.5). Ozridme jejJ. Pak
Egin = 1J(d¢(t))

Potencialni energie je rovna praci tizé p
piemistni tzist G do vyskyh =1 (1 — cosy),
Epo(@(t)) = mgh=mg I(1 — cosy(t)),
Zachovani energie vyZzaduje &tdi
kyvadla beze ztrat, tj. beze ztraternim
V zawsu a bez odporu vzduchu.
Lagrangeova funkce

L(p %y = 15 (42 _mg 1(1 - cosplt)).

Podle Hamlltonova principu funkcext) je
stacionarnim bodem funkcionalu (akce)

2

349 = IL(CP o

Obr. 4.5 — Fyzické kyvadlo.
Jak uz vime z odstavce 3.6, nutnou podminkou tyamcmarlzam S pii dostaténé
diferencovatelnosti integrandl je, aby hledana funkce(t) sphovala gisluSnou
Eulerovu-Lagrangeovu rovnici

0 0
Fria ® )" —(—(pL( ’d‘)j

Po dosazeni Zadostaneme

2
—mglsing — %(J?j—‘tp) =—-mglsing —J Zt—;p =0,

tj. znamou diferencialni rovnici

2
d_;p + mgl singp=0.
dt
Definujeme-liredukovanou délku kyvadtavnosti
«_J
= —,
mi
dostaneme rovnici odpovidajiciho matematického #lavdélkyl*:
2
d_;p + g sing=0.
dt I
Pro matematické kyvadlo délkyje hmota soustdna do bodu na konci zésu,
2
takZe moment setrgaosti J=mP. Pakl’ _m_Il =1.
m
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Priklad. Ocelové pravitko méa stupnici 500 mm a délkuomwtsi. Za stupnici je vdm vyvrtan otvor
pro za¥Seni. Tlouska 1mm a §ka 30 mm je velmi malé proti dominantni délce pileayi proto pravitko
redukujeme na Ugku délkyL = 520 mm s délkovou hustotan/L, kdem je hmotnost pravitka. Jak hned
uvidime, obejdeme se bez znalostiVzdalenostdZist od bodu z&¥su bylal = 258 mm. Pravitko jsme
zawsili a vychylili tak, aby vykonavalo malé kmity. Ba 10 kmifi jsme clili 10 a tim jme dostali doby
uvedené v tabulce. Pro srovnani jsme na stejnyszzansili tenkou polyesterovou nit &iplizné v délce
pravitka jsme nit vloZili mezi 2 kruhové magnetpriméru 18 mm. Délka tohoto modelu matematického
kyvadla bylal .= 530 mm. Analogicky giené periody jsou uvedeny v dalSim sloupci tabulky.

Periody kmitd T, s Moment setrvénosti pravitka vzhledem k bodu z&w je
Pravitko Nit L 3 9
1.184 1.467 3= LCa=mLE _mL
1.220 1.479 L o L 3 3
1.169 1.452 o ’ ;
P11l P =166 Redukovana délka pravitkového kyvadla
s=0.026211 | s=0.013528 mL? 2 5202

I =

— === = 349.35mm = 0.34935 m.
3ml 31 3x25¢
Perioda kmitu kyvadla je

*
T=2n [— =1.186-s.
g
Je patrné, Ze tato hodnota zapada mezienou maximalni a minimalni dobu kmitu.
Obecmiji Ize testovat platnost hypotézy HD= P, kdeP je znetené piimérna doba kmitu. Tolerance

je urkena velkinou A = ty(n — 1) \/g kden je paiet meteni (rozsah vykru), sje vykérova snérodatna
n

odchylka at, je kriticka hodnotd-rozcleni na hladid vyznamnostia [84,85]. V naSem ifipack n = 3,

takZe pro obvyklou hladinu vyznamnoati 0.05 jet,(2) = 4.303, A = 4.303(L262 = 0.065 a &jne

V3
P-A =1.126<1.186 < 1.256P +A.
Hypotézu HO tedy nelze zamitnout.
Perioda modelu matematického kyvadla je

Tmat = 21T 7| mat =1.461s.

g
Zase zapada mezi nafené hodnoty a podobiako u fyzického kyvadla by se pr&ila hypotéza HO.
Zajimawjsi byly kmity pravitka polozeného rovnové&zna horizontalni ot noze upevéného ve
swraku. ProtoZe pravitko se tiZi trochu prohnulogleZeho &Zist pod bodem z&su, takZe jeho malé
kmity byly stabilni. Nyni je moment setéosti vzhledem k afgnému bodu

L/2
J :m 2dx:m 2L3 =m LZ'
°T 1 —J/zx L 3xg 3 (2)

Primérna doba kmitu byldg = 10.739 s = & F Odtud redukovana délka kyvadlg = g [Te/(2m)]?
g

2
= 28.628 m. Na druhé stran Igr = ¢ = L (L) = =-0.265. Z rovnosti 28.628 =:-0.265
mlg 3g \2 3g 3lg

plyne gijatelny odhad vzdalenosti 8mého bodu odkZist | = 30326528 =0.0008177 m = 0.818 mm.

Jest zajimawjSi jsou kmity ocelového pravitka na viéte, ale jejich popis je slo&sSi.
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4.5. MECHANIKA TUHEHO T ELESA

Tuhé tleso je idealizovana aproximace realnyéled. Je to nedeformovatelny objekt s
nentnnou, tuhou geometrii, tj. vzdalenost libovolnyeing dvou bodl se i pohybu
nentni. DalSi idealizaci je pojem hustoty, ktery seavt&zskych saadnicich obvykle
definuje jako limita podilu hmoty obsazené v eletneybjemu,

p(x,y,2 = lim M
AV(xy,2) -0+ AV (X, Y, 2)
Kdyz vSak rozniry objemového elementu klesnou do subatomarni estikhmota se
stane velmitidkou sestavowastic rychle se #mnici v case. TakZe v pevnéasovém
okamziku a v zavislosti na si@dnicichx, y, z je podil na pravé strarhned obrovsky
a hned nulovygili v matematickém smyslu tato limita neexistuj@kZe hustotu je¢ba
brat konveiing v makroskopickém smyslu, naproAV = 10%°m®,

Nejhorsi je, Ze o sta¥lredlného séta vime Zalosthmalo a mnohokrat se ukazalo,
Ze geenos ideji z viditelného sta do mikros¥ta nebo makrokosmu ved| k onigh.

Tuhé Eleso se povazuje za pevny geometricky Gtvar, obMkve 3D nebo
matematicky za mnoZinu ¥ R® kladné miry. Vyplini V hmotou reprezentuje spojita
nebo pocastech spojitd funkcp, kterd kazdému bodxi(1V ptitazuje cislo p(x) = O.
N&$ prostor &#ne chapeme jako euklidovsky metricky prostdt[R4] s metrikou

d(x, y) = (% = Y1)+ (%o = ¥5) 2 + (% — ¥3) .
O mnoZi V predpokladame, Ze je souvisla a omezend @ Re kazda kowea
¢ast V je trojrozmarna, tj. existujedy, > 0 takové, Ze pro kazdy bodlV ma mnozina
K(X, dm) ={y OV: d(x, y) <dn}
kladny objem JK(X,dm)dhdydee, > 0. Nazors: téleso V ma vSude kladnou tlaikd

(nikde se neredukuje na plocl¥aru, bod) a ma kogaou velikost,
0 < max{d(x, y): X,y OV} = dmax< oo .
To je mala ilustrace problémkteré nastavajitppienosu matematickych pojnhdo
realného sita.
S tuhym é&lesem se manipuluje jako s mnozinou bod[] V. Nap. piasobi-li na
jednotlivy bodx [0V silaf(x), pasobi na celé&teso vysledniceF = jvf (X) dxqdx,dXs .

V gravitatnim poli se zrychlening pasobi na tuhou soustavu hmotnych bod
{X1, ..., Xn} S hmotnostmi fr, ..., my} vysledna sila
F=g(m+ ... +m).
Hmotnym stedem této soustawili pasobis€Em vyslednice bude bodx = (X, y),

v némz se anuluje rozdil
n

n n n
> fk—=FYm =3 gxime—gx Y m,
k=1 k=1 k=1 k=1

tedy
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n

2 My Xy
k=1

n
2 my
k=1

X =

Pro gleso V dostanemeigchodem od sumace k integraci stejnymi Gvahami
souadnice hmotnéhoigduxr

[ X (x)p(x)aV (x)

_V
[ p()avV(x)
v

XTi =

piicemzV znai objemovou miru [14], d(x) = dx; dx, dxs.
Podob# se pd@ita kineticka energietesa V

En() = [ 3VAX(®) p(X(1) dV(X(V) ,
\%

kde VA(x(t)) je ¢tverec rychlosti bodu(t),

2 2 2
Pox(t) = (dxét(t)j . (dxét(t)j +(dx§t(t)j |

Kdnigova Vta [27] fika: kineticka energie soustavy hmotnych ibg¢ulihého &lesa)
je rovna sotitu kinetické energie celé hmoty sadiestné do hmotného igdu a
kinetické energie pohybu hmotnych lhodzhledem k hmotnémuistu.

Nap. kyvadlo osciluje kolem pevné osy 28u, kola bicyklu rotuji kolem svych os
a jejich sted se sotasré pohybuje piblizné rovnokezné s povrchem silnice, Zein
rotuje kolem své osy a zaravkolem Slunce poijblizné kruhové draze.

Rotani pohyb s pevnou osou rotace je popsan vzdalebodtix(t) od osy otéeni
0 a Ghlemq(t). Vektor r(t) = x(t) — 0 se nazyva polohovy vektor. Uhlova rychlost je

derivace orientovaného uhlg@podle ¢asu, zn& se w(t) = %(p(t). Vektor uhlovée

rychlosti w lezi na ose rotace a 8fuje @i pohybu proti sru hodinovych raicek
dopedu z roviny rotace (jako vektorovy i dvou t€nych vektoé k draze bodu
t(ty), t(t2) prot; <tp). Rychlost bodu je

V() = Sx(t) = wxr(t).

Moment hybnosti bodu je

r(t) x p(r(t)) dv(r (1)) v(t) =p(r®) r{t) x v(t) dv(r(t)) = p(r (1) r(t) x wxr(t) av(r(t))
a moment hybnostékesa

B=] p(r@®) [r(t) x 0xr®)] dV(r(t) .
\Y

Vektorovy sodin v hranaté zavorce upravime jeho vygmm determinantem

ip o n ) [ @2fz3 = W3l
ri) x (xr()=r() x|i; Wy Iyl =|ry |X| W3 — Wyl
i3 Wz I3 I W1l = Woly
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i1 T Wol3—Wgly ra(Wirp —war) — ra(Wsny — wyr3)
= |ip Ty gh —wyrg| = | r3(Wars = Wgrp) =y (Wirp — wory)
I3 T3 Wyl ~Woh r1(W3r —Wyr3) ~ ra(Wars —Warp)

2,.2
Wy (1) +17) Wyl —Wd 3y

— | _ 2 02y _
= | @y o (1) +17) — W ors
2,2
~ W3~ W ol3 +Wa(r” +r7)
2.,.2
r2 + |’3 - r1r2 - I’1I’3 ('01
=| - r2Hrd - | |, | =j

W3

—ryfy  —rory  r2+r?
V sousta¥ sodadnic pevl spojené sétesem je vektor (t) konstantnir(t) =r.

Maticej pak reprezentuje lokalni tenzor setmvasti. Pro &leso vyphujici objem V je
B=Jw=[[ p().j V()] w,
Y%

kde
J=@)=(] p(r)ixdv(r))
v

je tenzor setrvanosti €lesa. Diagonalni elementy; definuji momenty setrvamosti
vzhledem k osanri, Jx proi # k jsou devia’ni momenty Je Zejmé, Ze tenzor
setrv&nosti je symetrickyJix = J.

Abychom mohli pouzit Hamiltonova principu (nebogho z princii mechaniky),
potrebujeme vyjatit kinetickou a potencialni energii tuhéhgesa. Umistime-li bo@®
do hmotného #&du tuhéhodesa, je pohybétesa Uplg popsan rychlostig(t) = %xo(t)

postupného pohybu bodlua rot&nim pohybemdesa kolem tohoto bodu, tj. vektorem
ahlové rychlostiw(t) a tenzorem setr¢aostiJ.

Obr. 4.6 — Eulerovy Uhly, 3, ¢.

Vektor w(t) Ize vyjadit v riznych soustavach stadnic. Euler zavedl trojici uii
precesni thab ([0, 2m) ), nut&ni aheld (O[O, 1) ) a rot&ni theld (O[O, 2M) ) — to
jsou tzv.Eulerovy uhly(obr. 4.6) [29,30,32,108,109], z jejichZ derivaoidle ¢asu se
vytvoii slozkyw(t). Poznamenavame, Ze ozaaani Eulerovych alilneni jednotné.

Vyslednice sil fsobicich na tuhééleso je dana 2. Newtonovym pohybovym
zédkonem
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2
F=m 9 x(t
dt? (®,
vysledny moment
—dp= d
M = 4B =wxB + 5 Bw),
kdeBv) zna&i moment hybnosti v referéni soustaw télesa vyphujiciho mnozinu V.
Rozepsanim posledni rovnice podle sloZek vékser dostane soustava Eulerovych

rovnic pro rotaci tuhéhoc¢lesa [29,30,32]. Pro hmotnyietl nehybny ve wjSi
referegni soustaw pak vektorova rovnice

d -
B twB=M
reprezentuje soustavu rovnic pro slozky
311%001 + pus(Jaz — J22) = M1y,

322%002 + W 3(J11 — Jz3) = Moy,

333%003 + W up(J22 — J11) = Mag,

Reseni této soustavigulerovych rovnicje obtizné a tradné se uvadi jen u
nejjednodussichifpadi, jako jsou setrvéniky, kola atd. Nap pro pneumatiku na rafku
(volné otatné automobilové kolo) dostavame pro osu rotagevnici

d

Ji1—
lldt a-|- —u

+0x 0% (Jzsz—Jd22) =M11 =Res(@r—u) + Roasiv -

Tyto vztahy tvaéi zaklad metodik pro geni valivého odpor&es pneumatik [102].

Dale se obsahlou kapitolou dynamiky tuhééleda, teorie setr¢aika atd. zabyvat
nechci, protoZe jsem uz mnoho zapeéhactend uréité najde lepsi vyklad v citovanych
ucebnicich nebo dalSich a modggich knihach o mechanice. Populgén ale zarovi
nedpliny vyklad je v [110,111]. Nam vSak jdieg@evSim o fipomenuti Eulerovy prace,
ne o perfektni fyzikalni pojednani.

4.6. EULEROVA HYDRODYNAMICKA ROVNICE
V idealni tekutig nepisobi Zzadna smykova né&p Pascalv zakontika, Ze v tekutia je
lokalni tlak p(x) ve vSech sirech stejny. Z vlastni zkuSenosti vSak kazdy vitldk
vody v nadrzi nebo v nto je umerny hloubce, tedy vySce vodniho sloupce nad
sledovanym mistem,

p(0,0,2 =pg(0-2= pgz
Hustota vnitnich sil (sila j@sobici na jednotku objemu) v gravithm poli se

zrychlenimg je
d (_
&( P92 0 0
F=-Op=-|2(-pgd | =- 9y P99

1
0 (—
2 (-pg2)
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Stav proudici tekutiny v béd acaset je ucen 3 slozkami rychlosti(r, t), tlakem
p(r, t) a hustotop (u sta&itelnych tekutinp(x, t) ). Zrychlenicastice tekutiny
d

alr,t)= o

0 0 dx 0 dy 0 dz
)t = )t + — )t — t+ — )t —+ — |t -
V(O = 5V 0+ GV 5y V0D 4t 5 VY

= %V(r, t) + V(r, t) (D.V(r, t))

Pohybova rovnice
pa=F-0p
piejde po dosazeni za zrychlenikalerovy rovnicenydrodynamiky

p2u(r, 0+ V(. ) (O, 0) = ~Tp +F

. L e .0 .
Pri stacionarnim proughi zavislost ngase zm|2|,a—tv(r, t) = 0, takze

pv(@v)=pO(5v.v) =—Op+F.
U potencialové silyr = —p0U s potencidlentJ a @i konstantni hustét(nestl&itelna
tekutina)p je pak
O 1v.v+p+pU)=0,
tj. plati znamaernoulliho rovnice
1pv* +p+pU = const.

4.7. VLNY NA VODE. TSUNAMI
Chovani idealni nestéelné tekutiny je popsano Eulerovymi rovnicemivmai
kontinuity, okrajovymi a p&ate&nimi podminkami. Eedpokladejme, Zze pohyb vznikl
razem — nahlym posunem dnia zenttieseni. Na vodugsobi tize a ta vyvola kmitavy
pohyb jejich¢astic, vinu. Podle poénu délky viny ku hloubce se rozliSuji viny na
hluboké vod a na nélké vodt [31].

U vin na vod je Z'ejma zavislost ndasu. V tomto fipac ma Bernoulliho rovnice
integral (Cauchyho integral) [31]

0 1 p
— + 3+ T+ U =A(),
a T2V (t)

kde¢ je potencial rychlosty = O¢ af je ngjaka funkcetasu.
U tihovych vin jeclen %\/2 zanedbatekh maly a¢ miZzeme u vin icich se ve
smeru x predpokladat ve tvaru
d(x, z, t) = f(z) e
kdek = 2rvA je vinovécislo (Unerné frekvenci) pro délku vink aw uhlova frekvence.
Funkce¢ jako potencial spluje Laplaceovu rovnici
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_ 0%, 0% _
O-0¢= x> ' 022

2 _ . 2 ,
Po dosazemg—i) = (ik)*f(2) M = J4f(z) i, g—g) =" (2) é® dostaneme
X z

linearni diferencialni rovnici pro funkéi
f(2-Kf =0,
ktera ma obecniesenif(z) = A + Be™
Na dré v hloubcez = -h plati okrajova podminka

g_q) (x, -h, t) =f"(<h) 0 = (Ake™" - Bk ") d®0 =,
V4

tj.

Ae*"—Be" =0.
Konstanty A, B jsou tedy zavislé a #iteme zvolitA = Cé", B = Ce™*". Potencial
rychlosti je pak

d(x z1t) =C [ek(h+z) + e—k(h+z)] gloeet) — o~ noch k(h+2)] gilloat)
Na hladir, tj. ploSe
zZ=w(x Y, t)
v okamzikut, plati pro vertikalni slozku rychlosti
dz_6wdx+6_vvﬂ+a_w

dt oxdt dy dt ot
y "y . iz . v e , LOW  Ow .
Predpokladame, Ze délka viny je mnohe&svnez jeji amplituda, takz%—, v jsou
X oy

malé a prvni dvadtance na pravé strafsou zanedbatelné. Pro niévy pohyb je

dz _ow
dt ot
Rychlost zngny potenciélu rychlosti je ténna vychylce hladiny
0
—  =—gw.
at =W _g
Takiew:—lﬁ
g ot z=w
d  _ow _0o| L1008 _ 9, 10% _
dt| oy Otlzw 0zl QoOtOtl., 0z got®]|

Vychylky hladiny povaZzujeme za malé, takze pro mladméame zjednoduSenou
okrajovou podminku
2
20, 10%) o
oz g oat®,,
Po dosazenid(x, z t) = 2C cosh k(h+2)] €Y dostaneme

]
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9% = 2cksinh kh) 00 |

0z z=0

90 = 2C cosh kh) (—u?) €0
atz z=0

a okrajova podminkaipjde do tvaru
gk sinh kh) —’ cosh kh) = 0 .
Odtud «f = gktanh kh). Rychlost &eni vin pak je

v= % - % Jgktanhih) = ‘/%tanh«h) |

Po dosazerk = 217\, kdeA je délka viny, dostaneme

V= 1}g—)\tanhz—-
21 A

Pro malénh a velkéa je podilzTﬂh maly. Rozvoj hyperbolické tangens v Taylordadu

3 5
tanhx =x — X? + % — ... aponechani jen prvni mocniny dava jednoglucthad
9\ 2mh _

21 A

Tsunami
Délka obygejné viny na oceanu #pobené strem zidka gresahne 100 m [112].

V hluboké vod oceanu vzniknou posunegasti dna p zengtreseni a posunu
geologickych desek viny s délkou stovek kilomedrvysce ob§ejné negesahujici 1m,
takZe tSi lock je ani nezpozoruji [112,113]#iFsiteni oceanem amplituda viny klesa
velmi pomalu, jak jsme mohli vid pii nedavném zemtreseni v Chile27. 2. 2010)
PienaSena energie je obrovska®:00'®J (srovnatelnd s explozi termonuklearni
bomby, megatuny TNT), proto vétké vod® u pol¥ezi vySka vin velmi vzroste a
provazi ji devastace p&dvi. Erupce sopky Krakatoa 1883igpbila tsunami s vySkou
viny na polsezi 37 m, pokeZzi mysu Lopatka na jihu Kamatky v severovychodnim
Rusku zaséhlo roku 1737 tsunami s vySkou viny odbadou na 64 m.

Priklad. Predpokladejme hloubku ocedhu= 5 km, délku vinyA = 200 km. Pro vinu tsunami vychazi
rychlost Steni

ve [ annd™ - \/ 9.8%200000, ., 211x5000 550 456m/s = 793.6 km/h.
2m A on 200000

Podilh/A = 5/200 = 0.025 izeme povazovat za maly a pouibpzného vzorce

Vaprox= +/gh = +/9.8x5000= 221.359m/s = 796.9 km/h.
Pontrna chyba jevjprdv — 1) = 0.4%.
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Kazdy, kdo se asmotrochu seznami s Eulerovym dilem, je ohromen Isthian a
kvalitou zpracovanych témat. | dnesni zakladni kurmtematiky (diferencialniho a
integralniho poétu, nag. [79-81]) pdad zachovavaji hodnze zakladni struktury,
kterou jim dal Eulelv genius. Pro vyja@ni velikosti Eulerova ducha gtauvést dva
zname citaty jinych dvou matematickych gefs]:
P. S. Laplace Lisez, lisez Euler, c’est notre maitre a tdite, ctéte Eulera, je
ucitelem nas vsech).
C. F. Gauss Studium Eulerova dilazistane nejlepSi Skolou pro n&prejSi oblasti
matematiky a neie je nic nahradit

Pro ilustraci uvéme jest citaty z panitni feci (oslavného spisu) [45].

Mezi velkym pétem jeho studii neni ani jedna, ktera by neobsalaowgjaky novy objev nebo
néjakych divtipny pohled, ktery ukazuje novy &mNachazime skié sjednocujici koncepce, mnozstvi
objevnych a zjerujicich Gvah v nejabstrakéjsi analyze, skut@¢ hluboky vyzkum povahy a vlastnosti
cisel, krasné fkazy mnoha Fermatovychety /'eSeni mnoha velmi obtiznych probfémovnovahy a
pohybu tuhych i pruznyckelés nebo kapalin s négbernym mnoZstvim paradoxXVSechno, co teorie
pohybu nebeskychéles, jejich vzajemnafiazlivost a popisy drahy ukazuji jako nejabstrai&h a
nejobtiz@jSi problémy, je obsaZeno v jeho dile, a je to podd takovou dokonalosti, kter4 nalezi jen
nejwtSim matematikm. Neexistuje jedinastev matematiky, ktera by mu nebyla zavazana.

Jen malo matematiktoho napsalo tolik jako pan Euler a nikdo se ngzal souasre tolika
problémy, nikdo se s nim nébe srovnavatzAuz jde o péet nebo rozmanitost jeho objev

V prvnich dnech z&(1783) byl znepokojen zavéati. Ty mu v3ak nezabranily ve vyferh pohybu
aerostatickych balaiy o ¥mzZ se z publikaci dalo dédet jen velmi malo a on vilastnimi vygig byl
schopen dojit k velmi komplikovanym &d@m. Zavrag byly varovanim fed smrti, kterd fsla 18. z&i
(7. z&1 julianského kalend#&). Toho dne u stolu/pveceri mluvil o objevu nové planety s panem
Lexellem, ktery jejfiSel navstivit. S jasnym intelektem mluvil i o @diSwecech, pak si hral s jednim ze
svych vnotii. Pfi Salkucaje byl nahle ragn mrtvici. Jeho posledni slova byla: “Umiram*, ¢ez upadl
do bezvdomi. Zemel rekolik hodin potom vecku 76 let, 5 msiai a 3 dni.

Zemrel dekan nasi akademie, ktery byl 56 let jeji slavoukeasou. Byl ssdkem zrodu adistu této
akademie, vid jeji upadek a pozji jeji znovuzrozeni. Jeho vyjidrey duch rédl tak obrovsky vliv na
praci ¢cleniz akademie, Ze navzdory tomu, co pro rdlaldbéhem pobytu v Berlify piinesl jeho navrat jeji
oziveni. Ped svou smrti gh pevnou Gfchu ve ¥domi, Ze akademie se pod patronaci moudré a osicen
knezny Daskovoveé E( P. Boporuosa-Aawkosa) [114] probouzi do krasnych dni. Mezi jeho uspekdén a
vlivem, ktery na Petrohradskou akademii vZ@y, byl vztah pimé Gnérnosti.

Pan Euler byl pevné a houzevnattesné konstituce. Péetnych naporech nemoci, kterymi wirp
jeho zrak a zdravi, by byl &ite ztratil schopnost tak intenzivni prace, kdyby eearodil s velmi robustni
odolnosti.

Setkal jsem se s cizinci, kterévedl jeho ¥hlas. A jedt vic nez slava jeho obecn&igtupnost
s mnoha vlastnostmi, kteréidka provazejicloveka s tak bohatowinnosti. Viél jsem, jak odchazeji
s Uzasem a obdivem. Nebyli schopni pochopit,clakek, ktery ges pil stoleti byl nadrérne zatizen
publikaci tolika svych objéw matematice a ve fyzicejhe drzet v pa#iti tolik veci, z nichZ mnohé jsou
pro jeho ¥deckoucinnost bezvyznamné a zhjrté. Bylo to diky skié paneti, ktera uchovavala vSechno,
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co jednou slySel. Euler byl schopen latinsky regitoAeneis [115] bez/pruSeni od z#tku do konce a
uvést poatecni a posledni &u z kazdé stranky vydani, které znal — a tato gebst mu #stala do
pozdnich let.

DalSi doklad o jeho fantastické patinje tento: jednou, kdyz nemohl spat¢ital prvnich 6 mocnin
¢isel od 2 do 20 a pockolika dnech nam je k naSemu velkémekpapeni recitoval...

Na z&vr jest citace z [39]:

Euler obohatil znalosti mnoha ogétvi vedy a ve vSech vyuZil svych matematickych schopridciial
dilezité prace v astronomicetre
stanoveni o#¥nych drah komet a planet na zakladekolika pozorovani, metod vygta
paralaxy Slunce, teorie refrakce, Uvah o fyzikfavaze komet... Jeho vyjitné prace, za ¢t
ziskal mnoho cen PEské akademieced, se zabyvaji nebeskou mechanikou, ktera tehdy
pritahovala mnoho ¢enai.

Eulerovu teorii Mssice pouZil Tobias Mayerrfipsestavovani tabulek pohybuésdce. V roce 1765
dostala vdova po Mayerovi z Anglie 3 000 liber zéngs, kterym tyto tabulkyr/spely k urcovani
zengpisnych délek. Euler za@eoreticky gispevek a zaklad vypiyi téchto tabulek dostal 300 liber.

K tomu miZzeme jen dodat, Ze korelace mezi ficxd@m ohodnocenim (bohatstvim) a
védeckou hodnotou prace byla, je a bude mala —¢&teji8. jako v 21. stoleti. Sprava
pertz a &da jsou oblasti lidské&nnosti s témit prazdnym pinikem.

Je jasné, Ze uvést vSechny pojmyislpstkem Eulerova jména neni mozné. Nap
se zabyval lemniskatou a v souvislosti s délkoihgepblouku i eliptickymi funkcemi
[16].

Ke jménu Euler se v minulostifipadila spousta matematickych objekd tento
trend jis€ bude pokr&ovat i u novych objekitv budoucim vyvoji matematiky.

s e

panttni spis [116] markyze Condorceta (1743-1794) [1ivEejrény ve Francii 1786
a jehoz anglicky feklad dala na internet americka The Euler Sociktg].
DalSi Eulerovy portréty jsou na internetove steaficl 9].
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