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(25.01.1736 — 10. 04. 1813)

Joseph Louis Lagrange patii k ngjvetSim matematikim 18. stoleti. Byl skoro o 30 let
mladSi nez L. Euler a v dilech obou je mnoho stegjnych témat. Pivodem Ital z Turina
zacal svou kariéru na tamni délostrelecké Skole. Po ziskani vehlasu se stal vedoucim
matematické sekce akademie veéd v Berline. Po 20 letech preSel do Parize. Jeho
Zivotopisy jsou obwykle velmi kusé. Omezime se na zakladni fakta a pokusime se o
struchy néstin Lagrangeovych hlavnich vysledkii.
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Misto Lagrangeova narozeni, detstvi a mladi — Torino (Turin).

F. KouTtny: J. L. LAGRANGE
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ZIVOTOPIS

ZIVOTOPIS
MLADI
Joseph Louis Lagrange se narodil vroce 1736 jako Guiseppe Lodovico Lagrangia
v Turiné (Piedmont) na severu Itdie blizko hranic s Francii. Byl nggmladsi z 11 déti a
znich jen on se dozil dospélosti [1,2]. Jeho pradédecek z otcovy strany sem piisel
zTouraine jako francouzsky kapitan kavaerie. Lagrangeav otec byl pokladnikem
Uradu vefejnych dél a opevnéni — mél tedy dobré spolegenské postaveni a byl bohaty.
Ale nez syn Joseph dospél, otec Spatnymi spekulacemi o vétSinu majetku prisel. Mlady
Lagrange se tedy musel spoléhat jen na vlastni schopnosti. Studoval préava na université
v Turinu a pied svym 17. rokem se o matematiku viibec nezgjimal. Budicim impulsem
byl ¢lanek Edmunda Halleyho (1656—1742, kometa, financoval vydani Newtonovych Principif)
0 pouziti algebry v optice, na ktery nahodné narazil. Sdm a bez jakékoli cizi pomoci se
vrhl do studia matematiky. A po roce nepietrzité diiny se zn¢ho sta uz hotovy
matematik. Tak ve véku 19 let zatal ucit jako profesor matematiky na délostiel ecké
Skolev Turinu. Jen krétce nato se stal znamy mezi védci diky pracim o variacnim poctu.
KdyZ Euler odesel z Berlina v roce 1766, pozva prusky kra Friedrich Il. na jeho
misto Lagrange [3]. V Berling zil az do smrti Friedrichall. (1786). V nésledujicim roce
1787 (ve véku 51 let) se odstéhoval do Patize a stal se reditelem matematické sekce
Francouzské akademie véd.

Variacni pocet

Euler publikoval obsahlgsi vyklad variatniho poctu r. 1744. Lagrange podstatné prispél
k rozvoji variatniho poc¢tu svym ¢isté analytickym piistupem. Od roku 1754 pracova na
problémech souvisgicich s brachistochronou (tautochronou), tj. kiivkou, po niz se
hmotny bod v konstantnim gravitatnim poli dostane zbodu A bez tieni do nize
polozeného bodu B v ngikratSim ¢ase (steginém case nezavise na A). Pritom pouZil
podobny postup jako pii hledani extrému obyceiné diferencovatelné funkce [5].
Lagrange o svych vysedcich napsal Eulerovi v letech 1754-1756 nékolik dopisi.
V nich objasnil, jak |ze Eulerav postup podstatné zjednodusit. Vysvétlil *d-algoritmus”
svého odvozeni zakladni diferencidni rovnice varianiho poctu, kterd se dnes nazyva
Eulerova-Lagrangeova rovnice. Svtij postup aplikoval také v klasické mechanice.

Euler mu napsal: “VaSe analytické reSeni izoperimetrického problému neponechava
nic, co by se mélo jesté objasnit, ajajsem nesmirné rad, Ze st'astny los piipadl na Vaés,
abyste reSeni problému dotahl na negjvysSi stupei dokonalosti a vytvoril teorii, kterou
jsem od samého pocétku rozvijel jen ja

Na Eulera udélaly Lagrangeovy vysledky silny dojem. Dokonce se fikalo, Ze “se
zdvorilosti pro n¢j typickou pozdrzel publikaci své jiz napsané préce, aby mlady Ital
meél dost ¢asu na dokonceni préace amohl si délat nérok na objev nové discipliny“. Dnes
se vSak toto rytiiské jednani nepovaZuje za zcela jednoznacné. Lagrange publikoval
svou metodu ve dvou prispévcich Turinské spolecnosti v letech 1762 a1773.

F. Koutny: J. L. LAGRANGE



2

ZIVOTOPIS

Miscellanea Taurinensia

Roku 1758 Lagrange za podpory svych zakt zaozil spolecnost, ktera byla pozdgji
zaclenéna do Turinské akademie véd a vétSina jeho pocatecnich praci byla otisténa v
péti svazcich aktualit znamych jako Miscellanea Taurinensia. Mnohé prispévky v téchto
shornicich byly teprve elaboréty.

Prvni svazek obsahuje prispévek k teorii Siteni zvuku a ukazuje chybu, kterou udélal
Newton. Odvozuje obecnou diferencidni rovnici pohybu a integruje ji pro pohyb viny
po piimce. Tento svazek také obsahuje Uplné feSeni Ulohy pricnych kmita struny,
ukazuje na nedostatecnou obecnost feSeni piedlozenych B. Taylorem, d”Alembertem a
Eulerem a dospiva k zavéru, Ze obecny tvar struny v ¢ase t popisuje funkce

y(x, t) =asin (mx) sin (nt).
Prispévek konci mistrovskym objasnénim ozvén, réza a interference. Jeho dalsi ¢lanky
v tomto svazku pojednévaji o rekurentnich fadéach, pravdépodobnosti a variacnim poctu.

Druhy svazek obsahuje obsirnou préci shrnujici vysledky nékolika prispévki z
prvniho svazku. Tyka se teorie a pojmu variacniho poc¢tu a ilustruje jeho aplikace na
principu negimensi akce v raznych tlohach dynamiky.

Treti svazek obsahuje reSeni
nékterych dloh dynamiky pomoci
variaéniho poctu, nekolik
prispévki Kk integranimu poctu,
feSeni nasledujici
Fermatovy  Ulohy:  k danému
prirozenému ¢islu n, které samo
neni étvercem, ngjit takoveé x, aby
n + 1 bylo &tvercem (viz str. 7),
dale obecné diferencidlni rovnice
pohybu tii téles vzagemné
pritahovanych gravitaci.

Dalsi préce dokon¢ena v roce
1764 se tyka librace Mésice a
pomoci virtudlni préace vysvétluje,
pro¢ je Mésic otocen k Zemi stéle
stgjnou stranou. ReSeni je zvI&st
zajimavé tim, Ze obsahuje zarodek
idegje zobecnénych rovnic pohybu,
tedy rovnic, které formané
dokézal pozdgji v roce 1780.

F. KouTtny: J. L. LAGRANGE



3

ZIVOTOPIS

BERLIN

Uz vroce 1756 se Euler spodporou Maupertuise snazil, aby Lagrange pieSd do
Berlinské akademie. Pozdgji také d Alembert jednal v Lagrangeiv prospéch skralem
Friedrichem I1. a napsal Lagrangeovi, aby piijal prestiznéjSi misto v Berling. Lagrange
odmitl toto pozvani stim, Ze

Mne se jevi, Ze Berlin, dokud tam je pan Euler, by pro me nebyl viibec vhodny.

Euler vSak vroce 1766 odjel z Berlina zpét do Petrohradu a Friedrich 1I. napsal
Lagrangeovi osobni pozvani s pranim, aby “negjvétsi krd v Evropé” mél u dvora
“nejvetsiho evropského matematika“. Lagrange se nakonec dal presvédiit a pristich 20
let proZil v Prusku. Tam vytvoril nejen dlouhou fadu ¢lanka publikovanych v referétech
berlinské a turinské akademie, ale napsa zde také monumentdni dilo Mécanique
analytique.

Béhem pobytu v Berling se Lagrange ozZenil. Jeho kolegové byli vétSinou Zenati a
jgich manzelky ho ujistovaly, Ze manzelstvi je jedina cesta ke Stastnému Zivotu. Ale
jeho Zena brzy zemiela.

Lagrange byl krdlovym oblibencem a krd snim c¢asto debatoval o vyhodach
dokonal é pravidelnosti Zivota. To si Lagrange pienes také domu a studova svou mys a
telo, jakoby to byly stroje. Experimentalné stanovil presné mnozstvi préce, které mohl
vykonat, aniZ by se zhroutil. Kazdého vecera si stanovil definitivni Ukol pro priti den; a
po dokonceni kazdé casti napsal kratkou anayzu, aby vidél, které body v dukazech
nebo promysleném subjektu by se mohly zlepsit. Témata a ndpln svych pojednani s
vzdy promyslel dopiedu, nez je zatal davat dohromady, a pak obvykle psa ptimo
nacisto, bez jediného Skrtu nebo opravy.

Béhem 20 let stravenych v Berling byl Lagrange extrémné védecky aktivni. Napsal
nejen velkolepou Mécanique analytique, ale zaslal 100 az 200 prispévka do akademii
v Turing, v Berliné a v PariZi. Nékteré prispévky jsou skutecné rozsdhla pojednani, ae
vSechny bez vyjimky jsou opravdu vynikgjici dila. Kromé krétkého obdobi, kdy byl
nemocen, psal v praméru jeden ¢lanek za mésic.

PredevSim napsal prispévky do 4. a 5. svazku Miscellanea Taurinensia 1766-1773.
Z nich negjvyznamngjsi je prispévek zroku 1771, ve kterém rozebird problém, kolik
astronomickych pozorovani je nutné kombinovat, aby se ziska nejpravdépodobngjsi
vysledek. Dée to jsou prispévky do prvnich dvou svazka referdta Turinské akademie
1784-1785. Prvni se tyka tlaku, kterym puasobi proudici tekutina na pevnatélesa a druhy
pojednéva o integraci pomoci nekonecnych fad a o tiidé dloh, pro néz je tato metoda
vhodn&

V¢étdina pojednéani zaslanych do PatiZze se tykala astronomickych otazek. Mezi nimi
je nutno jmenovat ¢lanek z roku 1766 o systému Jupitera, studii k problému tii téles
zroku 1772, préci o sekularni rovnici Mésice z roku 1773 a pojednani o perturbacich
drah komet zroku 1778. VSechny tyto préce byly napsany na naméty navrzené
Francouzskou akademii a za kazdou z nich Lagrange ziskal cenu akademie.

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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PARIZ

V roce 1786 prusky krd Friedrich Il. zemiel a Lagrange, pro n¢hoz klima Berlina
nebylo zrovna privétivé, raéd prija nabidku francouzského krdle Ludvika XVI.
k prestéhovéni do Paiize. Podobna pozvani dostal také ze Spanélska a z Neapole. Ve
Francii byl ptijat velmi uctivé, v Louvru pro n¢j bylo pripraveno zvlastni ubytovani.
Hned se stal ¢lenem Francouzské akademie, ktera se pozdgji stala soucésti Narodniho
institutu. Na zac¢atku pobytu v Parizi prepadl Lagrange zéchvat melancholie. Novy
vytisk jeho Mécanique, naniz pracoval pies ¢tvrt stoleti, zastal pres 2 roky lezet najeho
stole bez otevieni. Z letargie ho probirala jen zvédavost na vysledky Francouzské
revoluce. Ale s pozdéjSim vyvojem revoluce se zvédavost zmeénilav obavy.

V této atmosfére roku 1792 jeho neutésitelny Zivotni smutek a ostychavost vzbudily
soucit dcery kolegy astronoma Le Monniera a ta trvala na tom, Ze se za n¢j provda
Osvédcila se jako oddané Zena a peclivé se 0 ného starala. V fijnu 1793 vySel dekret,
ktery nafizoval vSem cizincim, aby opustili Francii — se jmenovitou vyjimkou
Lagrange, kterou zaridil slavny chemik Antoine Lavoisier (1794 odsouzen revolu¢nim
tribundlem a po jednodennim procesu s 27 dal&mi popraven na giloting). Lagrange povazoval své
postaveni za tak nebezpecné, Ze se pripravoval k Utéku. Bylo mu vSak nabidnuto
predsednictvi v komisi pro reformu mér a vah. V této funkci mél znacny podil na
prosazeni decimdni soustavy. Jeho vliv se projevil ve vybéru jednotek, které nakonec
komise v roce 1799 schvdlila. Lagrange byl v roce 1795 jednim ze zakladgjicich ¢lent
instituce Bureau des Longitudes (Utad pro délky).

Ackoli Lagrange byl odhodlan utéci z Francie, dokud byl jesté ¢as, nebyl vlastné
nikdy v pfimém nebezpeci. Naopak, byly mu od rtiznych revolu¢nich viad a pozdgji
také od Napoleona udileny pocty a vyznamenani. Jemu prokazovany respekt byl az
piekvapujici. Tak vroce 1796 francouzsky komisar v Itdlii dostal prikaz zachovat
nedotéeno vlastnictvi Lagrangeova otce a vyjadiit mu blahoprani francouzské republiky
k Gspéchum jeho syna, ktery “svym geniem déla ¢est celému lidstvu a ktery se narodil
ke slavé Piedmontu*.

Lze jen dodat, Ze také Napoleon po ziskani moci, intenzivné podporoval védecké
studie ve Francii a obecné byl védé priznivé naklonén (Udajné jako mlady dastojnik ve
vézeni objevil tzv. “srdce" trojuhelnika [5]). Napoleon prohlasil: Lagrange je vysoka
pyramida matematické vedy. Roku 1808 jgj jmenova hrabétem.

Ecole normale

Lagrange roku 1795 dostal katedru matematiky na nové zizené Ecole normale, kterd
existovala teprve 4 mesice. Jeho piednasky byly docela elementérni, neobsahovaly
z&dné nové vydedky. Ale presto byly publikovany, protoze profesoii se museli
“zavézat, Ze budou reprezentovat lid a nebudou piednaset nebo mluvit zpaméti.“ Také
diskuse se musely ve struénosti zapisovat, aby zastupci lidu mohli kontrolovat, jak se
profesofi osvédeuji v zgmu republiky.

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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Ecole polytechnique

Lagrange byl jmenovén profesorem Ecole polytechnique v roce 1794. Jeho piednédky
popsali matematici, ktefi méli to Stésti, Ze na nich mohli byvat, jako téméi dokonalé —
formou i naplni. Po¢inge nejjednodussimi fakty Lagrange vedl posluchate dél, az se,
aniz si to uvédomili, ocitli za dosavadnimi hranicemi predmétu. Na jeho Z&ky délalo
dojem piredevSim pouzivani obecnych metod vyjadienych v symetrickych pojmech.

Nadruhé stran¢ J. B. J. Fourier, ktery v roce 1795 chodil najeho prednasky, napsal:

“Jeho hlas je velmi jednotvarny, pfingmensim se nikdy nenadchne. Ma velmi silny
italsky prizvuk a vyslovuje 's” jako “Z'... Kazdy vi, Ze je mimoradny muz, ale museli
byste ho poznat jako u¢ence. Mluvi jen pii diskusich a mnohdy to, co fekne, vypada
smeésné. Jednou tekl: “O tomto objektu se da fici velmi mnoho fakti, ae jaje nefeknu.”
V¢tsina studentd neni schopna jeho génia ocenit a neni z ngj nijak nadSena, ale profesori
se to snazi napravit.”

Nekter € pocty:

Reditel matem. sekci Berlin Academie (1766), Académie des Sciences (Paiiz, 1787),
Fellow of the Royal Society of Edinburgh (1790), Fellow of the Royal Society (1791),
Crater Lagrange naMésici,

PaiiZ: jeho jméno na pamétni desce na Eiffeloveé vézi, ulice Rue Lagrange

F. KouTtny: J. L. LAGRANGE
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Pozdni |éta
V roce 1810 Lagrange za¢al dukladnou revizi své Mécanique anaytique. Byl ae
schopen dojit jen do dvou tietin, nez 1813 zemiel. Tento “philosophe sans rier” (filosof
bez kiiku) pry den pied smrti fekl: “Mavieest 1a!* (mgj Zivot je tam) a naznacil mozek.

V tomtéz roce byl pochovan v Panthéonu v PatizZi. Francouzsky népis na jeho hrob¢
iika
Joseph Louis Lagrange. Senator. Hrabé cisafstvi. Vysoky dastojnik Cestné legie. Velky kfiZ

cisafského Fadu znovusjednoceni. Clen Institutu a Ufadu pro délky (Bureau des Longitudes).
Narozen v Turing 25. ledna 1736. Zemfel 10. dubna 1813.

Lagrangezv hrob v Panthéonu v PasiZ.

V [6] se miZzeme docist, Ze Lagrange byl plachy ¢lovek, ktery Uzkostlivé dodrzoval
pravidelny denni rezim, vyhybal se jakymkoli konfliktim a na bézné otazky odpovidal
“Jenesaispas’ (janevim). Vypadal, Ze se nezajima o nic jiného nez o matematiku.

Rika se, Ze jednou se Lagrange domnival, Ze se mu podaiilo dokézat 5. Euklidiv
axiom (axiom o rovnobézkéch). Pripravil s o tom referd a kdyz je v akademii
predcital, nahle uvidgl v fetézci Uvah chybu. Beze slova papiry dlozil, vstréil do kapsy a
odesel.

Znadme-li jeho lidskou stranku, mohou ném pripadat jeho védecké vysledky trosku
meéne vyjimecné a ne zcela bezvyhradné zarucené [6]. P své nelinavné snaze jit za
idedlem dokonalosti, kterého se mu ovSem nemohlo podafit dosahnout, Lagrange —
témei v Gstrani — poskytl dalSim generacim néstroje potiebné pro dalsi priblizeni k
tomuto idedlu.

Z dnesniho pohledu Ize jeho vydedky délit na piispévky
k matematice a
ke klasické mechanice a astronomii.
Nasledujici stranky vénujeme Lagrangeovym pracim v téchto védnich oborech.

vvVvy

F. KouTtny: J. L. LAGRANGE
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» Teorie cisel

Lagrange se, podobn¢ jako Euler [4,5], zabyva mnoha domnénkami a tvrzenimi, které

po sob¢ bez dukazu zanechal P. Fermat (1601-1665). Podal napi. dikaz, Zze rovnice
y-né=1

pro prirozené n, které neni étvercem celého ¢isla, ma v oboru celych ¢isel vzdy reSeni

(jeto jednaz tzv. diofantickych rovnic [ 7], tj. rovnic s celo¢iselnym feSenim; Diofantos,

3. stol. n.l. [8]). Lagrange dokazal, Ze vechna redeni Ize ngjit vyjadrenim +/n ve tvaru

fetézového zlomku.

Priklady (X, y) pro x < 1000:

n=2 n=3 n=6 n="7 n=8 n=20 n=222
(2,3) (1,2 (2,5) (3,8) (1,3) (2,9) (10, 149)
(12, 17) 4,7 (20, 49) (48, 127) (6, 17) (36, 161)
(70, 99) (15, 26) (198, 485) (765, 2024) (35, 99) (646, 2889)
(408, 577) (56, 97) (204, 577)

(209, 362)

(780,1351)

Poznamka. Je-li n &tvercem prirozeného &isla, n = n?, je i = mA¢ = Z arovnici Y — nx® = 1 |ze prepsat
do tvaru y? = Z + 1. V oboru kladnych redlinych ¢isel je pak y > z. V oboru prirozenych &isel y = z + k, kde
k=12 ...Paky = (z+K?=Z+2kz+ K =Z+ 1, tedy z= (1 — kK3)/(2K), coz prok = 1, 2, ... nenf ani
kladné ¢idlo.

Eulerova—Lagrangeova véta. Kazdé prirozené ¢islo 1ze vyjédrit jako soucet ngjvys 4
¢tverci prirozenych ¢isel. (Lagrange publikoval jeji prvni dikaz 1770).

Priklady:

9= F=22+2°+17

16=4=2"+22+22+ 2,

26=5°+17= 3+ F+2°+2° = £+ F+1°

161364 = 361°+ 169° + 49° + ¥ = 400° + 36° + 8 + 2%,

Lagrange dokézal Wilsonovu vetu: Je-li p prvogidlo, je (p—1)! + 1 ndsobkem p.
To sedazapsat jako p|[(p—1)! + 1] nebo (p—21)! +1° 0 (mod p) .
Dukaz jev knize[7], str. 89.

[lustrace:

Prvocido p 2 3 5 7 11 13 17
P=(p-1)+1 (2-1)!1+1=2 3 25 721 3628801 479001601 20 922789 888 001
P/p 1 1 5 103 329891 36 846 277 1230 752 346 353

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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» Teoriegrup

Grupa je dvojice (G, o), kde G je néjaka mnozina a o je binérni operace na G, tj. kazdé
dvojici prvka x, y z G je pritazen né¢jaky prvek z G, z = xoy, piicemz

(1) (aob)oc = ao(boc) asociativni zékon,

(2) existuje neutrdni prvek operace o, tj. takovy prvek e, Ze eoe = g,

(3) ke kazdému a z G existuje opacny (inverzni) prvek a*, tj. aca* =a*oa=-e.

V mnozing G Ize nékdy najit podmnoZinu Gy, kteraje pii stejné operaci o také grupou.

Pak fikame, Ze (Ggyb, 0) je podgrupou (G, o).

Priklady.

1. MnoZina celych ¢isel soperaci s¢iténi, (Z, +) je grupa (asociativni zakon je zigjmy,
neutralnim prvkem je 0 a inverznim prvkem ke k, k* = —k, je opacné ¢islo k celému
¢idu k). MnozZinasudych ¢isel S={...,-2,0, 2, 4, ...} seitanim, tedy (S, +), je
podgrupou (Z, +). Obé grupy Z a Sjsou nekonecné.

2. Dvanactithelnik s mnozinou vrchola H ={0, 1, ..., 11} (hodiny, na nichzZ je O misto
12) s operaci + znamengjici otoceni ruci¢ky v zaporném smyslu o 30° (pridani 1
hodiny), grupa H, = {0, 2, ..., 10} s+ znagicim pootoceni 0 60° (piidani 2 hodin),
grupaHs ={0, 3, 6, 9} sotocenim o0 90°, grupy Hs ={0, 4, 8} spootocenim o 120°,
He = {0, 6} sotocenim 180°. H, H,, Hs, Ha, He jSou grupy s12, 6, 4, 3, 2 prvky a
H>, H3, H4, Hg jsou podgrupy H, H, je podgrupou H; atd. Pocet n prvka grupy (G, o)
vytvoiené z jednoho prvku g z G operaci o, tj. mnoziny {g, gog, ..., go...og = O}se
nazyvaiad grupy (G, o). H matedy iad 12, H, matrad 6, ..., Hg matad 2 (obr. 1).

10.0J010

Obr. 1 —-GrupaH ajeji podgrupy Hy, ..., He.

Lagrangeova véta. Rad grupy je ndsobkem fédu kaZdé jeji podgrupy.
Dukaz adalSi detaily byvaji uvedeny v u¢ebnicich algebry, napi. [10].

V priklade 1 1ze podgrupu Svytvorit z ¢isla 2 pri¢itanim 2 a inverzniho prvku —2.
Smértad A, rovny mohutnosti mnozZiny piirozenych ¢isel N (ataké Z) [11].
V priklade 2 je 12 nasobkem 6 (fad podgrupy H>), 4 (fad Hs), 3 (fad Ha), 2 (féd He).

Je tieba poznamenat, Lagrange takto abstraktné svou vétu neformuloval. Objevil ji
v souvidosti smanipulacemi s koieny algebraickych rovnic (permutace, symetrické
funkce [10]). Jeho Uvahy se v&ak staly vychodiskem pro dal§i matematiky, kteri pozdgji
vytvorili teorii grup jako prostiredek k objasnéni problému teSitelnosti algebraickych
rovnic (N. H. Abdl, E. Galois[10]).

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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» Lagrangeuv interpolacni polynom
M¢&jme v roviné Oxy sadu boda (x;, vi), i = 1, ..., n, takovych, Ze X; < X < ... < X
Zvolme ngjakék z mnoziny {1, ..., n}, nap. k = 2. Polynom stupné n—1

O (x- %)
(X %) (X Xg) e (X- Xp) ML ..n-{2)
P2(X) = - X
(X2 - %)Xz - X3)-X2- Xq) O (X - %)
{1, ..n-{2

je, jak je hned videét, v bodé x, roven 1 av bodech x; proi * k rovenO.
Takto lzeprok =1, ..., n sestrojit polynomy pk(X) stupné n—1, pro néz
X= Xk

pro X=X,i*k

0
Po vynasobeni kazdého z nich yyx a s¢itdnim dostavame polynom stupné n — 1, ktery
prochdzi véemi body (X, y:),i=1,...,n

i1
D(X) = i

L0 = P09 Y2 + .. + PrX) Y= & T
RO B 3:1 i O (% - ) Yk

{1, ....n}-{k}

Timto zpisobem sestrojeny polynom L(X) se nazyva Lagrangeiv interpolacni polynom.
Protoze horizontalni vzdaenosti interpola¢nich uzlt, X1 — X, i =1, ..., =1, mohou byt
rizné, predstavuje L hodné obecny néstroj k propojeni mnoziny boda (x;, i) spojitou a
hladkou funkci.

Lagrangeiv polynom je spiS teoreticky nastroj. Lze jg pouzit ke konstrukci
numerickych metod — napr. interpolace, integrace apod. V konkrétnich Ulohach byva
nahrazovan vhodn¢jSimi specidnimi polynomy, napt. s ekvidistantnimi uzly, polynomy
se zadanymi uzly i derivacemi, ortogonalnimi polynomy [13] nebo splajny (spline), coz
jsou “slepence” spojité na sebe navazanych polynomu stejného stupné [13-15].

Priklad. Péti interpolacnimi uzly

(Xla yl) = (11 2)1 (X21 y2) = (21 1)1 (X3v Y3) = (31 2)1 (X41 y4) = (41 O)! (X51 y5) = (61 2)
prochézi Lagrangeiv polynom

L = (X D0X- X- (X~ 6) y 94 (x- D(x- Y(x- A(x- 6) x 1

(1- 2)(1- 3)(1- 4)(1- 6) (2- D(2- 3)(2- 4)(2- 6)
+ (X-D(X- 2)(X- 4)(X- 6) x 2+ (X-D..(X- 6) x g+ (X- D(X- 2)(x- 3)(X- 4) x2.
(3- 1)(3- 2)(3- 4)(3- 6) (4-1)..(4- 6) (6- 1)(6- 2)(6- 3)(6- 4)

Polynom L v tomto tvaru lze uz pouzit k numerickym vypocétam. Kvili numerické stabilité je vhodné
jednotlivé ¢leny pogitat jako souciny zlomki. Pro dané X to napt. znamena pocitat prvni s¢itanec na pravé

strané jako
(1e2)(2)x (et ()2

V naSem pripadg, kdy pocet interpolagnich uzli je 5, tedy nizky, se da L snadno upravit do obvyklého
tvaru linedrni kombinace mocnin x

L(9),
resp. do Hornerova tvaru vhodného pro numerické vypoéty

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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L) = (g x-2) x+ 3y x—yx+17

Kdybychom méli dano vic interpolacnich uzl, tieba n = 20, stupei Lagrangeova polynomu n-1 by
byl vysoky a priabéh polynomu vysokého stupné by mohl byt docela divoky.

Lidské mysleni ma ae obecn¢ averzi viuci doZitosti. Proto je piijatelngjSi zvolit pevné nizky stupen,
sestrojit pro kazdé dva sousedni uzly polynom prochézejici témito uzly a spliujici podminky navézani —a
po intervalech jednotlivé Useky skladat. Vznikne tak dlepenec, spline (Sesky tvar splajn) [13].
NejjednodusSim spojitym splajnem je linearni splajn, tj. sjednoceni spojnic sousednich interpolacnich
uzlt — lomena ¢éra. U té dal§i moznosti volby nejsou.

Prirozeny kubicky splajn S se sklada z ¢ésti vytvorenych kubickymi polynomy

Ci 11(¥) = a (x— %% + b (X =% )% + 6 (X=X + i, k=1, ..., n1,
které na sebe hladce navazuji av krajnich bodech, k = 1 ak = n, maji nulovou kiivost (jsou v nich ptimé).
Podrobnosti k vypoctu koeficientt splajni jsou uvedeny napt. v [13].

Na obr. 2 je vidét, Ze splajin Svintervalu interpolace [1, 6] m& menSi kiivost (je priméjsi) nez
polynom L, coZ je charakteristicka vlastnost splajni. Vypoéty koeficientti dil¢ich polynomi splajnu
stupné m vedou na soustavu mx(n—1) linedrnich rovnic, jejiz feSeni pti vétSich n a napt. m = 3 Uz neni
triviani tlohou. Proto se splajny zacaly pouZivat a2 srozvojem poéitaéu po 2. svétove vace[14].

Spline byl ptivodné néazev pro dlouhé, pruzné, snadno ohebné pravitko (listu), které se pouzivalo pfi
stavbé lodi a pozdéji letadel pro kredeni hladkych kfivek prochézejicich zadanymi body [15].

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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» Diferencialni pocet
Pocatecni obdobi rozvoje diferencialniho poctu provéazely nejasnosti kolem pojmu
derivace, které se odstranily az v 19. stoleti presnou definici limity funkce [4,5]. Od
Lagrange pochazi oznateni derivaci ¢arkami f, £, ...

Lagrange se pojmu derivace jako limity definované pro funkci f vyrazem [11,15]

9= = fim LoD 100

vyhybal a snazil se o algebraizaci diferencianiho poctu. Funkci v okoli daného bodu x
nahradil lokanim polynomem (Taylorav rozvoj)

Fx+h) =09 + Aix) h+ A(x) 0%+ ..+ A(X) Lh"+ Reua(x, ),

kde R.+1(X, h) je zbytek. Pak prost¢ definoval k-tou derivaci f v bodé x jako koeficient
A(X), tedy Y3 = A(X).
Priklad. Podle zndmého vztahu pro sinus souctu thlu je
sin(x+ h)=sinxcosh+cosxsinh.
Rozvoje sinu akosinu v fady povaZzujeme za zndmé [5,16,17]:

3 5 2 4
| LA U i —q_u LU
snu=u--3 + 757 —..,cosu 1 oty

takze
i =g L R
sin(x+ h)=sinx (1 7t ...)+cosx(h 35 en)
o [ B gnys
=sinx+hcosx— > smx—gcosx+4!smx+ g COSX—...

k
Pak tedy koeficienty u % prok=1, 2, ... jsou k-té derivace sinu v bodé x:

snx=snPx=cosx, sin"x=sn®@x=-sinx, sn " "x=sn®=-cosx, ....

Jakmile zname rozvoje funkci v fady, stane se uréeni koeficienta u % algebraickou

tlohou. Takovy pristup neni ovSem bez logickych mezer a da se pouzZivat jen u
dostatecn¢é hladkych, zefména tzv. anaytickych funkci sderivacemi libovolného radu.
Znalost Taylorovy fady a problém jeji konvergence vedou zpét k pojmu limity.

Z&ladnim tvrzenim je
veta o stiedni hodnote (Lagrange). Je-li f redna funkce spojita v uzavieném intervalu
[a, b] adiferencovatelna najeho vnitiku (a, b), pak existuje takovéc,a<c<b, ze

f(b) —f(a) = % (©) (b—a).

Dukaz |ze ngjit v u¢ebnicich diferencia niho poctu, napt. [15], nebo v [11].

U spojité funkce Ize k libovolnému e > 0 ngjit h > 0 takové, Ze pro t blizkeé x,
piesnéji X —h <t<x+ h, jsou hodnoty f(t) blizké f(x), f(xX) —e< f(t) < f(x) + e. Pak
integraci presinterva (x, x + h) dostavame

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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(f) - h=g "(f(x)-dt < & " ft)dt < & "(F()+e)dt = () +e)h.
Z téchto nerovnosti délenimh >0 plyne
fxX)—e <+ f(t)dt <f(x) +e

Definujeme-li pro up, u z definiéniho oboru f funkci F(u) = Q‘jo f (t)dt, maZzeme dat

piedchozi nerovnosti tvar

f(x)—e < w <f(x) +e

Limitnim prechodem h® 0 dostaneme
i F(x+h)-F
fx)—e £ Jim M =F(X) £ f(X)+e
Jelikoz e > 0 je libovolng, je F'(X) = f(X). Tim jsme dokézali, Ze derivovanim integrdlu
spojité funkce podlie horni meze dostaneme funkeni hodnotu integrandu pro tuto horni
mez integralu. Podle véty o stredni hodnoté tedy dostaneme pro spojitou funkci f
vetu o stedni hodnote integralniho poctu

& f (Hdt = F(b) - F(a) = f(g) (b—a), kdea<q <b.

Vrat'me se nyni k aproximaci funkce Taylorovym polynomem
f6) = f(a) + Au(x-a) + Ay £ (x-8)° + ... + Ay L (x-a)" + Ruua(a, x-2).
Vysledkem (n+1)—nésobného derivovani této rovnosti podie x je rovnost
Rur™ (@, x-a) = F™I(x).
Jgi integraci dostaneme
(e, x-a)= g f "V ()dt.

Podle véty o stredni hodnoté existuje X, a < x < b takove, ze
Rui™ (a, x—a) = f™(x) (x—a).
Dalsi integrace presinterval [a, X] da postupné

2
Rees™( @, x-a) = f ™(x) & '2'5‘) -,

_ f(n+l)(X) (X a) n+1
(n+1)!
Na poslednim tadku je zbytek Taylorova rozvoje funkce f v Lagrangeove tvaru. Pro
aspon (n+1)krét diferencovatelnou funkci f na intervalu obsahujicim body x a x+h Ize
tedy psat

Ru+1(a, x-a) =

hnl

fx+h) =)+ () h+f () Lh+ . + O LR+ el

kdex < x < x+h.

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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I+l

Chyba aproximace je mensi nebo rovna M kde M = max{f (”+1)(x): a<x<b}.

(n+3!
Priklad. Funkce f(x) = x%¢™ je zigm& spojitd a ma derivace libovolného tadu. Ze zndmého rozvoje
exponencidly v Taylorovu fadu dostaneme ihned
f(X) =3¢ (L—x+21 >33+ ...) = X3 =3 + X120 — X331 + X841 — ..

Jednotlivé Taylorovy polynomy (obr. 3) tedy jsou

T, =%,

Ta=X =%

T,= X = +xY2!

Ts=x =+ X2 =731,

Te =X = + X120 =713 + /41,

To= 80_o(- ¥ x**2 /K,
popt. derivace f4(0):

fB(©0) =f"(0) =0,

f@0)=f"0)=1,

f30) =f""(0) =-1,

£@0) = "V(0) = 1/2,

£&(0) =-1/3!,

£©(0) = 14,

£00) = 1/(k-2)!,

Protoze Taylorovy polynomy jsou aternujici (se sttidavymi znaménky ¢lenti), je odhad zbytku roven
absolutni hodnoté dalSiho ¢lenu Taylorovarozvoje [11]. V naSem ptipadé je ziggmé (obr. 3), Ze odchylka
nabyva maximav koncovém bodé x = 1. Jetedy (ailustrujeto i obr. 3)

[T3(X) — ()| £ [Ta(1) —f(1)] = [0—| = €1 =0.367879... £ max {x"/2!: 0EXE1} = 0.5,

[T4(X) — f(X)| £ [Ta(1) — ()] = [0.5—€7| = 0.1321205... £ max {x/3!: OEXE1} = 1/6 = 0.16666...
[Ts(¥) — ()| £ [Ts(1) — f(1)| = [1/3—e7| = 0.034546... £ max {X°/41: 0EXE1} = 1/24 = 0.041686...
[Te(X) — ()| £ [Te(1) — f(1)] = [0.375—e7| = 0.00712...£ max {X'/5!: OExE1} = 1/120 = 0.0083...

0.5

0.4

o
w

o
N

f(x), Te(x)

0.1

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Obr. 3— Funkce f(x) = x’e™ a j€j aproximace Taylorovymi polynomy Ts, ..., T naintervalu [0, 1].

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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» Podminené extrémy
Budiz funkce f (Xq, ..., X,) diferencovatelna v néjakém intervalu (nebo v jednoduse
souvislé oteviené mnozing) G v n-rozmérném euklidovském prostoru R". Nepodmingné
stacionérni body funkce f jsou body (xy, ..., Xn), v nichZ gradient funkce f je nulovy, tj.
anuluji se vSechny derivace
if(xl, X)) =0, prok=1,...,n.
X
Vyznaénymi stacionarnimi body jsou ty, v nichz funkce f dosahuje maxima nebo
minima.
Oblast G lezici v euklidovském prostoru R" miiZze v&ak mit dimenzi mensi nez n
(nadplocha) a byt tedy vymezena dalSimi m < n nezavislymi podminkami typu

gl(Xla ey Xn) = 01

Om(X1, --., Xn) = 0.
Nezavisost podminek znamend, Ze m souradnic je dano jako implicitni funkce zbylych
n — m soufadnic. Pro jednoduchost zvolme za nezévidé souiadnice Xme1, ..., Xn @

souiadnice Xy, ..., Xm jsou pak jgich funkcemi, Xk = f(Xne, --os %), k=1, ..., m. Tak se
funkce f(xy, ..., Xn) Naoblasti G stane funkci n —m proménnych
f(f1(Xmess o0 %)y ooy Fn(Xmets <0y Xn)s X100 Xn).
V oblasti G se stacionarni body hledaji jako nepodminéné extrémy, tedy ieSenim
soustavy n—mrovnic
ﬂ%f(f 1(Xm+1, LN ] Xn), LR | fm(xrml, LN ] Xn), Xm+1,---, Xn) = O’ k: m+11 LR | n.
k

Hledani stacionarnich bodi timto pifimym zptsobem (zaloZzenym na vété o

implicitnich funkcich [15,11]) maZe byt u sloZitéjSich dloh obtizné.

Lagrange navrhl jednodussi, symetricky postup: vSechny proménné Xy, ..., X, hraji
stejnou roli am podminek reprezentuji dalsi proménné | 4, ..., | m

Pti hledani stacionarniho bodu f (xg, ..., X,) za podminek

gk(xl! LR | Xn) :O’ k: 1’ LR | m!
strucné
(F(xq, ooy Xn) Oy -2, X0) =0, k=1, ..., m) ® extr,
se sestavi pomocna funkce
FOXt, cors X L1y ooy T ) =T (K, ooy X0) H1202(X, ooy X0) oo 1 nOm(Xas -eey X0)

ahleda sejgi nepodminény extrém

iF(X]_, veny Xny | 1, ,| m):O, k= 1,...,n,
Xk
ﬂlil:(xl, v X I e ) =0k, -, %) =0, k=1, ..., m.
k

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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Tim se dostane n+m rovnic pro n+m neznamych. Pro nové zavedené veliciny | 4, ..., | n
se ujal nazev Lagrangeovy multiplikétory [11,15-17].

Hledani podminéného extrému metodou piimé eliminace a metodou Lagrangeovych
multiplikatora predvadi nasledujici piiklad.

Priklad. Hledejme kuzel, ktery pii zadané velikosti povrchu plasté ma nejvetsi objem (Sepice, obr. 4).

2,

Obr 4 — Kuzel ajeho rozvinuty plas.

Ozna¢me vysku kuzele h, polomér podstavy a, délku povrsky plésté s a Uhel mezi povrskou a osou
rotace kuzele a. PI&% kuZele se po rozvinuti do roviny stane kruhovou vyseti o poloméru s = /a2 +h?

uréenou stiedovym Uhlem F = 2pa/s. Zadany povrch plé&té kuzele je S= %SZF = pas. Objem kuzele je
V= % pa®h. Mame tedy fesit Glohu

(4 paih |paya? +h? ~S=0)® extr.
Vynechdme-li konstantni koeficienty p a % které stacionaritu funkci V a S neovliviuji, a polozime-li

A = Sp, miZzeme Ulohu piepsat do jednodussSiho tvaru

(@hlaya?+h? —A=0)® extr.
Nyni pouzijeme obou metod.
1. Redukce poctu promennych. Zigimé (obr. 4) je a = ssina, h = scos a, natez podminka piejde do

tvaru as—A =g’ sina —A=0. Odtud

sina = A/S.
Objemovy ¢lena’h = (ssina)?scosa = §° sin‘a cosa se po dosazeni zasina stane funkci jen s:

a’h=1f(9 =8 (N$)* 1- sinfa = (A2 1- (A/s?)2 = AT (1-A’sH"2
Nutnou podminkou extrému diferencovatel né funkce f je anulovani jeji prvni derivace, tj.
£(9) =-A’S (1 -A’s) + A’s™ 2 (1- A (- A(4) %) = 0.
Vynésobenim obou stran posledni rovnosti (1 — A%s™)Y2 ajednoduchymi Gpravami dostaneme
A1 - A% + 2A%sT A2 s = A1+ APs™ + 2A%) = A%S(-1+ 3A%s ) = 0.

Z vyznamu A asplyne A%21 0, proto musi byt —1+ 3A%s* =0, 1. 3A’=s"a

s=(3A%) ¥4,

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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Nyni mizeme urcit Uhel a,
a = arcsin ( A/S) = arcsin ( A/(3A%) #%) = arcsin (%) = arcsjn@ =0.6154797... » 35.264°

avypocitata=ssina, h=scosa .

2. Lagrangesiv postup. ReZeni s proménnymi a, h je uvedeno v [11]. Zde pouZijeme proménnych saa a
budeme tesit dlohu
(S’sin‘a cosa | s’sina —A=0) ® extr.
Vytvoiime pomocnou funkci
F(s a,|)=ssin%acosa +| (ssina —A)
ajgi stacionérni body najdeme feSenim soustavy rovnic (anulovani prvnich derivaci)

%F(S, a,|)=3ssin%a cosa + 2 ssina =0,
%F(s a,|) =s%2sina cos’a —sin®a) +| s’cosa =0,

T?l]—F(s a,l)=gsna-A=0.

Z prvni rovnice této soustavy vyjdel = —% ssina cosa. Druhou rovnici vydslime s* a dosadime

vypoctené| . To po jednoduchych Gpravéch (s> 0, 0 < a < p/2) darovnost sin‘a = 1/3. Tedy hned
a =arcsin @ » 35.264°.

Poznamka 1. Uvedeny priklad je jednoduchy, proto jsou oba postupy skoro stejné pracné. Ve slozitgjSich
piipadech vSak nalezeni jedné nebo vice proménnych jako funkci jinych proménnych mize byt hodng
obtiZzné ateprve pak se plné oceni vyhodnost Lagrangeova pristupu.

Pozndmka 2. Podminky g(xi, ..., X,) =0, k=1, ..., m, mgji v mechanice vyznam vazeb. Napi. hmotny
bod matematického kyvadla v roving se pohybuje po kruZnici, prostorového kyvadla po povrchu koule.
Pt pohybu se minimalizuje energie, u kyvadla v konstantnim gravitatnim poli je to soucet kinetické a
potencidlni energie.

Poznamka 3. Pohyb bodu s hmotnosti m, na ngjZ pisobi vnéjsi silaF v piitomnosti vazeb gy(r), ..., gu(r),
jedan rovnicemi (Lagrangeovy rovnice 1. druhu)

2 ~ ~
maL =F, &0+ 1RG0 + .. + 1 oign ().

V nich N je operétor nabla (v trojrozmérném euklidovském prostoru Oxyz je N = kde

ix%+ iy%+ izﬁﬂi,
i ly, i,jsou jednotkoveé vektory ve smeéru os 0, Oy, 02).

Velkym Lagrangeovym prispévkem k teoretické mechanice bylo zavedeni soustavného pouzivani
obecnych souiadnic misto kartézskych.

Dukladngjsi vyklad o tzv. Lagrangeovych rovnicich 1. druhu Ize najit v u¢ebnicich mechaniky, napt.
[17-19].

S Lagrangeovym jménem je spojen také princip virtualnich praci pouZivany hlavné pii hledani
podminek statické rovnovahy [17-19].

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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» Variachi pocet

Objevitelem variacniho poctu byl L. Euler [5]. Lagrange v3ak nahradil Eulerav
geometricky pristup ryze anaytickym procesem a ze zdlouhavého postupu vytvoril
elegantni metodu. Taje nastinénav [5,11] a dakladngji vyloZenav [20].

Lagrangeovo zakladni lemma variachiho poctu [11,20].
Predpokladejme, Ze f a g jsou redlné spojité funkce na intervalu [xo, X1], g je spojité

X9

diferencovatelnda g(xo) = g(x1) = 0. Je-li Q, fg dx = 0 pro kazdou takovou funkci g, je

f(X) = 0 pro kazdé xI [xo, X4].

Odvozeni zakladni rovnice
X

Hledejme funkci y, které stacionarizuje J[y] = éf(x, y(X), Y (X)) dx, pticemz nabyva

%o
v krgjnich bodech intervalu [xo, X;] danych hodnot, y(xo) = Yo, Y(X1) = y1 a funkce f ma
derivace dostatecn¢ vysokého radu. Abychom prozkoumali vliv zmény y na hodnotu
J[y], pridame k funkci y maly prirastek dy(x) = tu(x), tj. v bodé x bude y(x) + tu(x) misto
y(X), kde t je redné ¢islo a u je funkce diferencovatelna naintervalu [Xo, X1] a splaujici
okrajové podminky u(xo) = 0, u(x;) = 0. Definujme funkci F proménné t takto:

X
Ft) = o f (X y(X) +tu(x), y' (X) + tu"(x)) dx.
X0
Redlna proménnat hrgje v integrdlu na prave stran¢ roli parametru. Prot = 0, tj. ve
stacionarnim bod¢ F, je F(0) = 0. Pt dostatecné hladkosti funkcef |ze F derivovat

X
F ()= 6 %f(x, y(X) + tu(x), y'(x) + tu’(x)) dx
X0
X

=0 [ gy 06 Y09 + (9, Y (9 + ' (9) () +

Tyt 06 Y09 + (9, Y (%) + tu (9) u' (9] clx.

Integrd z druhého s¢itance integrandu upravime integraci per partes

o Ty 06 YOO+ (R, Y 09 + 1 () U ()

= (y +tu) f(x, y(x) + tu(x), y'(x) + tu'(x)) u(x) :)

X
-9 % WﬂﬂT) f (X, Y(X) + tu(x), y (X) + tu"(x)) u(x) dx .
X0

V dusledku okrajovych podminek u(xo) = 0, u(x;) = 0 se prvni ¢len anuluje, takZe
X
‘0= &1L (x)) =9 T 4 =
F/(0) = 0 [, T(x Y09, ¥ (X)) =g 57 Tx Y09, Y ()] u(x) dx =0.

X0
Podle z&kladniho lemmatu musi byt hranaté zavorkarovna O, tj. plati

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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Eulerova-Lagrangeova rovnice:

%f(x, y(), ¥ (x)) — dx Ty a7 F(x Y09, Y (9) = 0.

Priklad. Hledejme nejkratsi spojnici dvou bodii na valcové ploge X + y? = a2 tj. nejkratsi kiivku
x(f)y=acosf, y(f)=asnf, zf)
naintervalu [f o T1]. Kfivkaje danav parametrickém tvaru ajgi délkaje

LA =q, Jxr+yr+@rd = q J(asnf)2+(acosf)2+(z)2df—q a? +(2) df.

Pridusdna EuI erova—Lagrangeova rovnice zni

ﬂzm_df ﬂzm—o df%zo.

a®+(Z)

To znamena, ze
Z' _ Z’/ a
Ja?+(z)? | 1+(Z1a)?

tana(f
Polozme-li Z (f)/a=tan a(f), dostaneme + =sna(f) =C, tedy a(f) = const. Pak ovsem
y\ 1+tanca(f)

=C = const

Z(f)=atana(f) =A(=const) a

2f)=A(f - fo) +z(fo).
Konstanta A je dana okrajovymi body pro uhly f o, f 11 A= (Z(f 1) — Z(f 0))/(f 1 —f o).
Hledana kiivka je kiivka s konstantnim stoupanim na val cové plose, tedy Sroubovice.

Variacni tlohy se dgji tesit u funkciondla zavisych na vysSich derivacich hledané
funkce, na funkcich s vice nezévisymi proménnymi, na vice hledanych funkci a pfi
riznych typech vedlgSich podminek [11,20]. Velmi dulezité jsou isoperimetrické
problémy (fecky isoz = stginy, perinetron = obvod). NejstarSi Ulohou tohoto typu je
tloha ngjit rovinnou krivku, kterd pii zadané délce uzavira maximani plochu (tzv.
Didonina dloha[11]).

Zobecnény rovinny isoperimetricky problém

4 X1 0
O T (x (), Y&) dx| 5g(x, ¥(X), y&x)) dx =L = const = ® extrém
X X @
se ieSi metodou Lagrangeova multiplikatoru | (= const). Ngjde se extrém pomocného

X X
funkciondu F (%, y(X), y&x), 1) dx =  f(x y(x), y&x)) +1 g(x, y(x), y&x))] dx .

X X
Priklad. Pro Didoninu tlohu, Srucne &5 v x| 61+ y@(x) dx- L=0° ® max
X X 2

s pomocnou funkei F(x,y,y') = y+1 1+ y& vypada piisluSna Eulerova-L agrangeova rovnice takto:
ﬂ d ﬂ d y(

o F- 0 v F=1-1 7~ =
T[ y dX ﬂ y dX 1+y(f

tj. K(X) = LI = const. Hledanou kiivkou je tedy kruznice s polomérem | . Podrobngji viz [11].

1-1 %sin qx) =1-1 k(x) = 0. Zde k() je kiivost [11],

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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» Diferencialni rovnice

Lagrangeova metoda variace konstant

V kazdém kurzu linearnich diferencidnich rovnic se zmitiuje metoda variace konstant
[11,21,22]. Pro ilustraci uvedeme nejjednodussi priklad.

Priklad. Hledejme ieSeni y(t) linearni diferencialni rovnicey” + ay = b, kde a, b jsou redlné konstanty.

Prislusna homogenni rovnice y° + ay = 0 se feSi snadno napt. separaci proménnych: % = —adt, po

- a
integraci Inly] = —at+c,tj.y=Ce at, kde C = e je nezndmé konstanta. Najdeme ji tak, Ze podle
-at
Lagrange povazujeme C za funkci t. Pak derivovani y(t) = C(t) e  podiet day (t) = C ()e™ — aC(t) e*
apo dosazeni do pavodni rovnicey” + ay = b dostaneme C'(t) e —aC(t) e + aC(t) € = b. Tedy
C(t)e®=Dh,¢ili C(t)=be* apointegraci C(t) = C(to) + (b/a) [6* —e¥0].
TakZe obecné feSeni rovnicey +ay=bje

y=Clye " =Clt)e +(bla)[¢*—e®]e " =Clt)e +L[1-e a0y,

Lagrangeova diferencialni rovnice
d
A(G) Y +B(G) x=C(g)

je linearni v proménnych x ay, aA, B, C jsou diferencovatelné funkce proménné % :

Polozmep = ;—‘i azapredpokladu A(p) * O preved’'me rovnici natvar
y =a(p) x + b(p). *)

Derivovanim podle x dostaneme

p=a(p) +[a (p) x+ b'(P)] L.
Povazujeme-li p za nezavisle proménnou a x zafunkci p, miazeme tuto rovnici psét jako

[a (p) x+ b"(p)] = (P—a(p)) .
tj.

dx a(p) - _b(p)

dp  p-a(p) p-a(p) ’
Tim jsme dostali linearni diferencidni rovnici pro x(p), jgiz feSeni nedéla problémy a
|ze je psét jako

X(p) =D c(p) + &(p),
kde D je konstanta, ¢ a e jsou funkce ziskané integraci. Dosazeni do rovnice (*) dava

y(p) = a(p) [D c(p) + &(p)] + b(p).

Priklad. ReSme rovnici (% Yy + 2(% )x = (% )

Po zavedeni p= % ji 1ze piepsat do tvaru  p’y + 2p°x = p*, ti. prop ! Oje y+ 2px = p a(p) = —2p,

b(p) = p2. TakZe a'(p) = —2, b’(p) = 2p apro x dostavame linedrni diferencidni rovnici

d -2 . _ dx 2 ,_2p ok
dp p-(-2)X_ dp + p+2X_ p+2 ()

Obecné reSeni najdeme Lagrangeovou metodou variace konstant. ReSenim homogenni rovnice

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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% _2 =
dp + p+2X 0
je x= ( E2)2 . E budeme povaZovat za funkci p, takZe derivovani a dosazeni do rovnice (**) da
p+

—2E(p+2) > + E'(p+2)? + 2(p+2) (p+2) P = 2p(p+2) Y, 4. E'(p+2) P =2p(p+2)”, . E =2p(p+2) a
E = 2p%3 +2p?+ H, kde H = const. Celkem tedy dostavame parametrické vyjadieni proménnych x ay:
2p3+6p®+3H

T

v Y(P) =p[-2X(p) + ] -

Zvolmep=1,x(1) =0, y(1) = 1. Zrovnosti x(1) = 0 plyneH = —% -2= —% ,
takze
2p3+6p>-8
X(p) = ————
O "3y
Ktivky (X(p), ¥(p) ) jsou znézornény naobr. 5.

: y(p) =[p-2x(P) P -

——H=2
——H=-1
——H=0
H=1
——H=2

— /\
[ T '
il X
Obalka

2
z

N

Obr. 5 — ReSeni rovnice (;—di Yy + 2(% ¥x= (;—di )* v parametrickém tvaru pro rizzné konstanty H.
Nelinearita rovnice zpisobuje nejednoznacnost 7eSeni.

Parcidlni diferencialni rovnice
Lagrange se v sérii praci napsanych v rozmezi témet 15 let kolem roku 1780 vénova
parcidnim diferencidnim rovnicim. Zahrnul dosud oddélené rozebirané specidni
piipady (kmity struny, potencid) do ucelené matematické discipliny. U parcidnich
rovnic 1. f&du je napf. znama Lagrangeova-Charpitova metoda hledani Uplného
integralu [21].

Unikla mu vSak obecnost Bernoulliho ieSeni vinoveé rovnice separaci proménnych a

nepostiehl vyznam pozdgji navrZzené Fourierovy reprezentace funkci trigonometrickou
fadou, kteraje zvl&St’ vhodné pro reSeni okrajovych tloh [23].

vVyv

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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Fyzikdni déje a obecné interakce hmotnych ¢éstic probihgji v prostoru. Az do za¢étku
20. stoleti se fyzikdni prostor axiomaticky ztotoznoval strirozmérnym euklidovskym
prostorem R®. Ale matematici o této nezdiivodnané totoznosti méli davno pochybnosti a
uz v prvni poloving 19. stoleti vytvorili neeuklidovské geometrie [24]. Pak ovSem
vznika otdzka: Jakou ma fyzikdni prostor viastné geometrii? Einsteinova specidni
teorie relativity (1905) poprve jasné ukazala provazanost fyzikanich velicin a geometrie.

Pohyb hmotného bodu
Z&kladem Klasické mechaniky v prostoru R® jsou Newtonovy zakony ¢ili axiomy
pohybu hmoty. V teoretické nebo anaytické mechanice ma nejfrekventovangjsi
aplikace 2. pohybovy zakon. Newton ho nastésti formuloval v obecném tvaru [18]:
zmena pohybu — dnes bychom fekli hybnosti — je Umérna vtistené sile.
Silai rychlost jsou v obvyklém pohledu vektory v bszng predpoklédaném prostoru R®.
Matematicky

dp=12 (mv)=F, (N2)

kde p = mv je hybnost a F vti&téna (pasobici) sila

Tato formulace 2. pohybového zékona zahrnuje i télesa s promeénnou hmotnosti, coz
jsou pro malé rychlosti (ve srovnani s rychlosti svétla) zefménarakety. Z 2. pohybového
zékona a rovnosti akce a reakce lze jednoduSe odvodit Ciolkovského rovnici pro
rychlost rakety v dosazenou spotiebou paliva[24, 25],

V= Vpln ——.
p

V ni my je pocatecni celkova hmotnost rakety (s palivem) v okamziku startu, m, je
hmotnost paliva a v, je konstantni rychlost proudu odvrhované hmoty (rychlost plynu

hnaného pretlakem tryskou).

V mechanice se obvykle piedpoklada, Ze télesa nebo hmotné body svou hmotnost
nemeni. Pak

4(mv)=mLv=ma=F,
kdea= <v jevektor zrychleni. Posledni rovnost,
ma=F,
je ngicastéji uvadeny tvar 2. pohybového zékona.

Integraci (N2) v casovém intervau (0, t) dostavame ihned
X, R
Q (&P dt=p®-p@0)= g Fdt.
Integrdlu na prave strané se tika impuls sily. Slovy: zména hybnosti je rovna impulsu
sily. Pro konstantni silu F dostdvame rovnost

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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p(t) —p(0) =Ft.
Tapro konstantni hmotnost uréuje zménu rychlosti ptisobenim sily F po dobu t,

v(t) =v(0) + F

Jednoduchym piikladem pohybu je tzv. Sikkmy vrh hmotného bodu s hmotnosti m
nepriliS velkou rychlosti ve vakuu a homogennim gravitatnim poli s konstantnim
zrychlenim g. Na hmotny bod puasobi jen sila F = mg. Pocétek referencni soustavy
umistime do bodu, v némz v ¢ase t = 0 zatina pohyb, x(0) = 0. Po¢étecni rychlost vo a
vertikdlni smér zrychleni g uréuji rovinu pohybu Oxy. Uhel mezi pocétesni rychlosti vo a
osou Ox oznatime a. Rychlost v ¢aset > 0 je tedy

L x(t) =v(t) =v(0) + mgt/ m=vo + gt

adrahax(t) = x(0) + Qt) v(t) dt = vot + 1 gt°.

Ve doZzkach jsou pocétecni podminky a zrychleni

_ax(0)0 _ 8906 ¥ cosa O _@&09
=505~ B YO~ Epsnag 9= Eup
rychlost adrahav ¢aset > 0

% Vgcosa ¢

t ..
\ @ Vgcosa Od _ & Vptcosa 0
Svpsina- gty

Xxt)=0 = . 2.
0 gvosma ot Vot sina - 59t°

v(t) =

Balisticky pohyb. V podminkach za zemském povrchu pisobi proti pohybu vzdy néjaky odpor R. Zménu
pohybu hmotného bodu pasobi tedy sila F zmenSena o odpor R. Tim se pohybova rovnice zméni na

& \() =F-R
m —— X =F—-R.
dt?

Proti pohybu projektilu vystreleného pod Uhlem elevace a pocatecni rychlosti vy pasobi odpor
vzduchu, nebot” projektil musi “odmr&tit” castice, které mu stoji v cesté. Velikost odporu vzduchu je
slozitou funkci rychlosti, hustoty a teploty vzduchu [27]. Pro jednoduchost pokles teploty svySkou
zanedbejme a predpoklédejme, Ze plati Newtontv zékon [28]

R(v, y) » CAT () V°,
kde C je parametr vézany na plochu ¢elniho primétu A projektilu, r je hustota vzduchu zavisla na
nadmorské vyscey. Podle [27] je

r(y) »ro(l—— gy)nl

kde ro=1.2 kgm™, po = 100 kPa, n = 1.2, g = 9.8 ms? je gravitatni zrychleni na zemském povrchu. Pro
¢elni primét ve tvaru kruhu o praméru D po dosazeni dostaneme
r(y) » Cp(D/2)* (1 -1.96x107°y)®.
Odpor vzduchu pusobi ve sméru—v, tj. R(v) = —R(V) v/v, v = |v|. Pohybova rovnice tedy zni
ma=F-R=mg-R(v,y) v/v.
Pt zadanych poc¢étecnich podml'nkéch x(0) = 0, v(0) = v, zbyva zvolit m a C. Pak Ize napt. pfi riznych

pocéatecnich Uhlech a = arctan Vox Y. najit drahu letu, maximalni vysku letu a dostel, tj. souiadnici x(t) pro

Cast >0, pii némz y(t) = 0. K tomu je tfeba feSit nelinearni vektorovou diferencidni rovnici
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2 .
L0 =0 2 RUGXOLY) X §xO /1§01, 4. soustavu
B0 & RVWY) W §
C a2 T_C m v -
QYT C Ry W
dt2 ﬂ e 9 m v @
s po¢atecnimi podminkami x(0) = y(0) = 0, %X(O) =V, (0) =vgcosa, %y(O) =v(0) =vpsna,
kde v=|v|= %x‘ = V2 + v§ . Pro numerické feSeni se soustava pievede na systém diferenciénich
rovnic 1. t&du s po¢étecni podminkou
&G Xo 0
Gde~ ¢ = ®0 0
Cadx, + C - R(vV,X3) X =+ +
d _Cdt+_ m VR _gvocosa+
ROl S - =fx(), X0=¢" L
cdt + 4 = ¢ +
g oo o RV X+ gvsna g
dt g 8 m vg

Zvolme m = 40 kg a poéatecni rychlost |vo| = vp = 800 m/s, D = 0.122 m. Parametr C zavisi na tom,
jak je projektil aerodynamicky. Podle vysledki vypocta uvedenych v [18], s. 150, vychazi 0.26 < C < 0.3.
Pak

2
R(v,y)=Cp (%) (1-1.96x107°y)* VA
K feSeni systému rovnic %x(t) = f(x(t)) jsem pouzil Fehlbergovu metodu [12] sc&asovym krokem

h=0.1s(obr. 6). Také skroky h=0.2sah = 0.5svydly tragjektorie hodné blizké a graficky nerozliSitelné
odieSeniproh=0.1s.
Presnost feSeni Ize demonstrovat na délce x,(h) dopadu projektilu. Pro Uhel ag = 45.7° vyslo:
h, s 0.1 0.05 0.025 0.0125
X m 2020175 2020123 20201.02 20 200.90

Linedrni extrapolace pro h® 0 dava x(0) = 2x(h) —x(2h) =20 200.8 m.

Uhel poéateéni rychlosti a

—10°
—30°
—50°
—70°

10 000 4

0 5000 10 000 15 000 20 000
X, m

Obr. 6 — Balistické kifivky pri rizznych ahlech pocatechi rychlosti vo = 800 nvs.

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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Doba letu projektilu pii ag = 45.7° je t,, = 76.8 s. Pii sttelbé podél poledniku (smér sever—jih) na
misté se zemepisnou Sitkou j piisobi na projektil Coriolisovo zrychleni a. = 2 [wxv(t)] = 2w v(t) sinj ,
kde w je Uhlovarychlost rotace Zemé aj je zemépisné Sitka (u nasj » 50°). Horni odhad bo¢ni vychylky
(naseverni polokouli k zépadu, najizni vychodu) zptasobené zrychlenim a. v misté dopadu je

2

t
t m
Do =2 sin 50°§ti (‘)% dt = -2 0.76604 %’“ X » = 0.76604x38.4% 20 201 » 86m.
m
0

P
12 3600 21600 21600

Pri strelbé s deklinaci d (Ghlem sevienym s polednikem) je horni odhad odchylky D(d) = D, cos d.

Skutecna trajektorie stiely se kromé diive uvedenych faktori méni se smérem a rychlosti vétru. Napr.
muZeme vypocitat, Ze uz pii slabém protivétru 5m/s se dolet projektilu pii ag = 45.7° zkréti na 19 881 m,
tj. 0 320 m, a pii stejném souhlasném vétru se prodiouzi o 324 m. Tyto faktory se berou v Uvahu pii
nastavovani sméru vystrelu (pocétecni rychlosti). ProtoZze podminky v atmosféie jsou stochastické,
uplatiiuji se u modernich strel tryskové motory s regulacnimi prvky a systémy samonavadéni.

Zgjimavy je prabeéh rychlosti projektilu: odporem vzduchu se sniZuje a pti delSich drahéch letu klesi
pod rychlost zvuku. Letici projektil prestane vydavat nadzvukovy tresk a jeho akusticky doprovod se
podoba hluku tryskového letadla leticiho podzvukovou rychlosti. Pii ptimé stielbé smalymi thly a
projektil prolétne celou dréhu nadzvukovou rychlosti (obr. 7).

680 -

v, m/s

340

0 5000 10 000 15 000 20 000
X, m

Obr. 7 — Rychlost projektilu pri riznych dhlech elevace a s pocatecni rychlosti vy = 800nvs.

Zna¢ny vliv odporu vzduchu ndzorné piedvadi obr. 8 pro stejny projektil (m=40kg, D = 0.122 m) a
po¢atecni rychlost vq| = Vo = 800 mi/s.

20 000
——C=0
y,m ——C=0.29
10 000 -
0 : ‘ : : : :
0 10 000 20 000 30 000 40 000 50 000 60 000 70 000

X, m

Obr. 8 — Dréha s pocatecni rychlosti 800 n/sa a = 50° ve vakuu (C = 0) a ve vzduchu (C = 0.29).

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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P a = 90° = p/2 jde 0 pohyb ve svisiém sméru po ose Oy, tedy v jedné dimenzi. Ve
vakuu je vertikdlni slozka rychlosti

vy(t) = SEy(t) = v(0) — gt

2
avertikani soutradnice y(t) = v(0) t — %gt2 pii tm = % nabyva maximaym = Vz(go) .
Pro balisticky pohyb stati v prislusném programu zvolit a = 90°. Pri stgné
pocatecni rychlosti v(0) = 800 m/s vyjde maximani vyska ym = 14 178 m a rychlost
dopadu je 369 m/s. Proti tomu je ve vakuu ym, = 800%(2x9.8) = 32 653 m a rychlost

dopadu 800 m/s, tedy v(0).

| v jedné dimenzi se ovSem vyskytuji slozitéjsi pripady. Nejobecnéjsi pripad pohybu
na ose Ox matvar m %v =mf(t, x, v), tj.

g—; X(t) = f(t, x(®), Sx®) .

voow M

Takovou rovnici 1ze obecné tesit jen numericky [13]. Jako zajimavy piiklad jsme v [25]
uvedli kvalitativné odlisné chovani Duffingova podivného atraktoru

LXO =100, $x0) == 1040 —a SO + 4cost

zpuisobené malou zménou parametru a (zménaa = 1 naa = 0.98).
V klasické mechanice [18] se vySetiuji specidni pripady funkcef .

2
. Rovnici % x(t) = f(t) s pocatesnimi podminkami x(0) = %, S+ X(0) = vo IzeeSit pomerné jednoduse,

t t
%x(t) =vy+ F(t), kdeF(t) = O@ f. Pak x(t)=xy+ (()‘) F(u) du.
Integraci per partes dostaneme
t t t
t
X(t) = %o + U F(u) 0—@ UF(UWdu=x+tF{t)—Q uf(uWdu=x+ @ (t—u)f(u)du

0 0 0
- Rovnice :Tzzx(t) = f (x(t)) s pocétecnimi podminkami x(0) = Xo, %X(O) = Vo. PoloZzme %x = v. Pak
% = %v = é—"x % = v% = % (V—22) Zvolime-li x za nezévise proménnou, lIze psit
% (V—22) =f(x), takie% = g + g f(u) du, resp.
X0

X
V=2 +2 0 f(u)du
X0
Aby rychlost v bylaredlnd a nenulové, musi prava strana byt kladnd. Pak |ze obé strany odmocnit

dx 2 X
V=Gt = V6 +24 () du.
Separaci proménnych aintegraci dostaneme

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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X
t—to= O dz

% Jv§+2@fo f(u)du
X

Z predpokladu vg +2 0 f(udu>0 plynou omezeni pro funkci f. Podrobngjsi diskuse je v [18].
Xo

Zde jen pro ilustraci uvazujme ten nejjednodusSi piipad: volny pad z vysky X, s pocétecni rychlosti vo = 0
v gravitaénim poli s konstantnim zrychlenim —g.
V prvnim pripadg f (t) = —g dostaneme
t t t 2 2
X=xt Q (t-U) (g du=%-gt ) du+g ) udu=x-g(t’-5)=%-g%5,

0 0 0
2
tj. klasicky vyraz pro drahu Xo—X=(¢ % .
V druhém piipade f (X) = —g dostaneme (g > 0, vy = 0)

X X X &
~ dZ \ dz N

t—ty= O \/2+ z ¢ 4 = 0 ~ 4 = 0 X0
o |6 fUd o 2 cod o 2050

X

Lo -2 . 1,5
\/279)(0\/)(0_2 \/2792)(0)(

To po zdvojmocnéni dava opét g(t —tg)? = 2 (Xo— X).

Nekdy je ovSem vyhodné misto kartézskych souradnic pouzit jinych soutadnic.
V mechanice se jim fika zobecnéné souradnice. Napi. u kyvadla je ziggmé, Ze pohyb
hmotného bodu Ize zpravidla priblizit pohybem ve svislé roving po kruznici s pevnym
polomérem rovnym délce zavésu |. Pocatek kartézské soustavy Oxy umistime napi. do
bodu z&vésu. Poloha hmotného bodu je pak uréenajen ahlem f mezi zavésem a svidlici,
x(f)=1sinf,
y(f) =1 cosf.
Hmotny bod shmotnosti m ziska vychylkou do polohy dané dhlem f, potenciani
energii Epee = mg(l — cos f). Ta se po uvolnéni bodu v ¢ase t = 0 zacne menit v
kinetickou energii
Ein = 2mv = 3m{($9)% + ()71 =5 mi( cos)? + (H sin ) ()7 = Sm*(§)%
Pritom podle zakona o zachovani energie Epot + Exin = cONgt, tj. % (Ept +Ein) =0 a

iad

dt?

e df 2df d* _ j2df 9 g -
mglsmfa+mladt—2—mla + 3 sinf)=0.

df

Uhlova rychlost se anuluje jen v bodech obratu (maximani vychylky, fo), jinde

dt
plati rovnice matematického kyvadla
2
9% + 9 &nf =0
dt '

Jgjim feSenim jsme se podrobngji zabyvali uz diivev [5,24].

F. Koutny: J. L. LAGRANGE



27

MECHANIKA

L agrangeovy rovnice 2. druhu

Nyni bychom méli naSe Gvahy rozSifit na izolovanou soustavu n hmotnych bodu,
odvozovat pohybové zékony, uvést rizné principy mechaniky atd. Tomu se v&ak vénuji
obSirné ucebnice mechaniky. Zde miZeme jen nastinit podstatu Lagrangeova piinosu.
Podrobny popis vyvoje Lagrangeova pojeti mechaniky jev [29].

Jak jsme uz nekolikrat uvedli, pro mechanicky pohyb jsou charakteristické zmény
kinetické energie, tedy soucinu hmotnosti a ¢tverce rychlosti. U jednoho hmotného
bodu je derivace kinetické energie Ein = $m Vv = 1m(v,® + v,° + %) podie slozky
rychlosti rovna odpovidajici sloZce hybnosti,

% Ein = %( + %I’T]Vi2 + ) =my;.
Podle 2. pohybového z&kona je ¢asova zmeéna hybnosti rovna pusobici sile, tedy
G (Gr B = gMW=F, =123
Kineticka energie soustavy hmotnych bodu je souc¢tem kinetickych energii jednotlivych
boda

_ 8 2_ & 2 2 2
Ein=a MW =a m(Via”+ Vie” + Vig).
k=1 k=1
Definujeme-li Mgs2 = Mags1 = Mgs (. M =M =g, My =M =M, ...) @V(zs—1)+j = Wk
pros=1, ..., n miaZeme kinetickou energii soustavy n bodu psét jako

3n 2
Ein=a mqW .

k=1
Systematickym a nejvyznamnéjSim prvkem Lagrangeova uvazovani byl piechod od
kartézskych souradnic x, , k = 1, ..., 3n, k obecnym soufadnicim @i, ..., gs. Cislo

sudéva pocet zobecnénych soufadnic nutnych pro popis systému. Rika se mu pocet
stupnt volnosti. Souradnice x se tak stavaji funkcemi obecnych soufadnic q, ..., s a
casut,

X(t) =X aa(t), ..., As(t), 1).
Slozky rychlosti jsou derivace sloZzené funkce x(t)

d ¢ T d %
V= g xdt) = a ﬂ—qa%(t)’fﬂ—tk-

3n
Dosazenim do Ein= & mcVié dostaneme kinetickou energii jako funkci soutadnic o,
k=1

d
zobecnénych rychlosti §, = %aéasut

dq dq
Ekin(ql, ey qS; d_tla 1d_ts1t)

DalS$im dosazenim do % (."% Ewin) = Fi apravami [17-19] Ize dospét k obecnym
|

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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Lagrangeovym rovnicim 2. druhu

d, 1 1 - S

E(W Ewin) — [ Ein= a Fjﬁ =Q, i=1,..s,

=1

kde Q; jsou zobecnéné sily. V nich figuruji razné druhy sil, ngj¢astéji to jsou potenciani
adisipativni sily.
Priklad. U §kmého vrhu je Eg, = % (%2+ ¥?), dozky odporu vzduchu R, = R(v, y)%, R =RV, y) %
potencialni sila, gravitace, maslozky G, = 0, G, = —mg. Z Lagrangeovych rovnic 2. druhu dostaneme tedy

d d
G (9 B = g (M%) =i = G, + R= RV Y,

%(%Ekin): %(m&) =m§ =G, +R,=-mg.+ R(v,y)%-

S Lagrangeovym jmeénem je spojen velmi efektivni zpisob odvozeni pohybovych
rovnic zaloZeny naminimalizaci tzv. akeni funkce

tp

S=9 (Exin — Epot) dt,

L}
kde kineticka a potencidni energie jsou funkcemi ¢asu t, zobecnénych souradnic gx(t) a
jejich derivaci podle ¢asu, §, (t). Integrandu

L = Exin — Epot
se iikéa Lagrangeova funkce (nebo lagrangian drive takeé kineticky potencial). Odvozeni
pohybovych rovnic minimalizaci akéni funkce konzervativniho systému se nazyva
Hamilton:iv princip. Prislusnym Eulerovym—Lagrangeovym rovnicim (vynasobenym (-1))

% ﬁ(L(t, ai(t), @ () - ﬁ L(t ak®), 8 () =0, k=1,...,s

se v mechanice fiké Lagrangeovy rovnice 2. druhu.
U matematického kyvadla je s = 1. Aplikaci Hamiltonova principu u kyvadla jsme
predvedli v [5,24]. Nasledujici priklady ukazuji trochu slozitéjsi diskové kyvadlo.

Priklad 1. V gravitatnim poli se zrychlenim g umistéme hmotny bod s hmotnosti m do vzdaenosti e od
stiedu nehmotného disku (valce) o poloméru a, ktery se odvaluje po vodorovné primce (obr. 9).

PR
# .
I/ >
{ / o
[ C :C
‘\ \% I |e
v 4 |
\ mn-
~
s
N o ~ Obr. 9 — Dréha vnit/niho bodu odvalujiciho se kruhu.
esing| x 0 Polomer kruhu je a, vzdalenost bodu od stredu
kruznice je e. Kruh se odvaluje doleva, thdl f je
o ab kladny a sou/adnice x zaporna.
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V okamzikut=0jef (0) =0, x(0) =0, y(0) =a—e. Definujmee=¢e/a. Prot >0 je
x(f@®)=—af()+esnf()=a(f(t)+esnf(t)),
y(f(t)) =a—ecosf(t)=a(l—ecosf(t))

Kineticka energie bodu s hmotnosti mje

Ein= 5 (2+ §2) = T a(-L +ecosf)*+ (esinf)f? = 2 &’(1-2ecosf +e) k2

apotencidni energie vzhledem k ose Ox
Epet = Mgy = mga (1-e cosf (1)),

V rozdilu
Exin— Epot = % a¥...)-mgal(...)
miizeme soucin ma’ vytknout a protoZe tato konstanta chovéni akéni funkce neovlivni, uvaZovat jen
L =%(1—2ecosf + &) k2 —% (1 —ecosf).
Vypodéteme

% %L(t,f(t), f@)= %[(1—2ecosf +eA)fk 1= (1-2ecosf + A +2ef2 sint

ﬂifL(t,f(t), f@)=ef?snt ~Lesns.
Lagrangeova rovnice 2. druhu tedy zni

%%L—%Lz(l—Zecosf +Af +2ef2 sinf —(F2- I )esint

= (1-2ecosf +&) ¥ + (F2+ L)esnt =o.
Tuto nelinedrni diferencidlni rovnici 2. radu piepiSeme do systému rovnic 1. fadu tak, Ze poloZzime

X =f, x2=&:

g _

o X2 o

dx x3+gla .

= 22798 edinx, .
t 1- 2ecosx +€

Zvolme x5(0) = 0. Nyni |ze pro razné poc¢étecni vychylky x;(0) = f (0) a0 £ e £ 1 pogitat reSeni nékterou
numerickou metodou [12]. Zvolil jsem opét Fehlbergovu metodu. Zavislost periody kmiti na Uhlové
amplitudé pro e = 0.5 je zndzornéna na obr. 10.

4.5
4
3.5 1
3 4

3.918

3.105

2.273

Perioda T, s

Obr. 10 — Zavid ost periody
kmiti T na pocatecni

; ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ \ \ thlové wvychylce f(0)
0 20 40 60 80f (0)1’(30 120 140 160 180 pro parametr e = 0.5,
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NejvysSi mozné poloha bodu s hmotnosti m uré¢end ahlem f (0) = p = 180° je labilni rovnovazna poloha
(@& 0 = f (0) = 0) aodpovidgjici doba kyvu je T = ¥ (podobné jako u matematického kyvadla[24]). Jak
ilustruje obr. 11, srostoucim e se nelinearita kmiti (nesinusovy prabéh souradnice y s dvojnasobnou
frekvenci) zvétSuje a doba kmitu se zkracuje.

R AYANA A
NN WY
T TV S

/ A4

1554

0.1
-0.2 - —e=01
——e=05
—e=038
-0.3
0.2 WW
0.15 \ j
S
= 0.1
: |
0.05 .
—e=01
——e=05
—e=08
O T T T T T
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Obr. 11 — Souradnice x(t) a y(t) hmotného bodu pri riiznych excentricitach e a
stejné pocatecni amplitude f (0) = 90°. Pribeh x(t) je zhruba sinusovy.
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Nelinearita kmitd pro e > 0.2 (odchylka od sinusového prabéhu) se jesté zietelngji projevuje na obvodové
rychlosti v = aft (obr. 12)

15
—e=0.1
—e=0.2
10 | e=0.4
e=0.6
—e=0.8
—e=0.9
)
£
>
‘g —— :
% 2 Cast,s 25 3
&

-10 4

-15

Obr. 12 — Casovy priibeh obvodové rychlosti prvniho kmitu vyvolaného stejnou thlovou vychylkou
f (0) = 60° pri rizné excentricité e = ae hmotného bodu.

Priklad 2. Diskové kyvadlo z ptikladu 1 (obr. 9) se d& fyzikdné realizovat jen pfiblizné pti velmi malém
poméru hmotnosti M dokonal e vyvéazeného disku a rozmérové malého zavazi s hmotnosti m. Z praxe jsou

ale bézné pripady, kdy %> 1, napi. rafek pneumatiky snéjakym zavazim. Popis kmitt takového

systému |ze zase jednodude odvodit pomoci Lagrangeovych rovnic 2. druhu.
Kineticka energie disku o hmotnosti M se sklada z piispévku translatniho posunu jeho stiedu a rotacniho
pohybu disku. K ni se pri¢ité kineticka energie izolovaného hmotného bodu m, tedy

Ekin:(% X2+ % £2) + %az(l—Zecosf +) k2,

kde J je moment setrvacnosti disku vzhledem k ose symetrie, J = Q) r? dm. Pro jednoduchost zvolme

M
disk ve tvaru homogenniho valce s vyskou h (kruhové desky s tloustkou h) ahustotour = Mzh
pa
2 2 N a 2y a° a?
J=orirh(Q rdf)dr=2prhg riadr :2prh7 :(rpah)7 :M7.
0 0 0

F. Koutny: J. L. LAGRANGE
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Tedy kineticka energie soustavy
Ean =[(M+ Mya?+ Ma¥(1-2ecosf +e)) #2 =3 + D (1_2ecosf +e)) a2f2

Potencidni energie vzhledem k nulové hlading v Urovni osy rotace disku, y = a, je rovna jen ptispévku
hmotnosti m

Epoe =g (y—a) =mg [a (1 —ecosf) —a] =—mga e cosf (t).
Jako v prikladé 1 za Lagrangeovu funkci vezmeme

L 10, # 0= L5 (Eun—Ew) = [ + F(A—2ec0sT () + ) F2() + 3 ecost (D),
& LT F )= GG +1-20c0st +&)f 1= (P +1-2ecost + &) + 20 “sn,

ﬂifL(t,f(t), f@)=ef?snf — Lesnt .
Nyni miiZzeme sestavit Lagrangeovu rovnici 2. druhu:

%%L—%L=(% +1-2ecosf + &) +2ef? sinf —(#2- 2 ) esinf

:(% +1—-2ecosf +e2)q& +(1g‘2+ %)esinf =0.

Tuto pohybovou rovnici prevedeme zase ha systém 2 rovnic 1. ¥adu vhodny pro numerickeé reSeni

dx _

o X2

dx. x5+g/a .

d_2 =- 279 > esmxl .
t 3M /(2m) + 1- 2ecos¥ +€

Lze ocekavat, Ze hmotnost disku M a jeho moment setrvacnosti J bude kmity systému zpomalovat a
“harmonizovat“. To na ¢asovém priabeéhu vertikdni soutadnice polohy izolované hmoty ukazuje obr. 13.

Snad jesté zietelngji to ukazuji fazové trajektorie, tj. kiivky (Xu(t), xo(t)) = (f (), f (t)) naobr. 14.

0.2 :
0.15 | I
=
=
0.1
0.05 |
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 05 1 15 2 25 3

t,s

Obr. 13 — Casovy priibeh vertikalni souradnice polohy bodu s hmotnosti m = 1kg na ideélnim valcovém
disku o polomeéru a = 0.2m pro riizné hmotnosti M. Parametry pohybu jsou:

e=0.8,(0)=90°, # (0)=0.
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50
——M=0kg
——M=1kg
40[4\ | =——M =10kg 4
df /dt, —h=0
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Obr. 15 — Fazové trajektorie pro disk s konstantni
obvodovou  distribuci  hmoty na
koaxiadlnich  vélcowych plochach o
polomérechr= ha. M =10kg, m= 1kg,
f (0) = 90°, df /dt(0) = Os™.

Obr. 14 — Fazové trajektorie pro disk s konstantni
plosnou hustotou hmoty s celkovymi
hmotnostmi M. Parametry z obr. 13.

Obecngji bychom mohli uvaZzovat osové symetrickou distribuci hmoty disku M na kruznici o poloméru
ha, jako napt. u réfku pneumatiky. Odpovidajici hustota a moment setrvagnosti disku by pak byly

r=-M_ 3= é’p (ah)?r ah hdf = zp'\ﬂah 2ph3a®h = Ma®h? .

Odtud

Ekin:(% K2+ % £2) + 2 a’(1-2ecosf +A k2 =[(1+h?) % +(1—2ecosf +e2)]m“?2 §2

F. KouTtny: J. L. LAGRANGE



34

MECHANIKA

Potencidlni energie se neméni, takZe vySe uvedenym postupem dostdvadme pro numerické ieSeni soustavu
rovnic

dy _

o e

dx x5+g/a

d—2 =- 5 279 5 €SinXq .
t (1+h?)M / m+ 1- 2ecosx +€

Fézové trgjektorie pro rizna h pii stgjnych pocéatecnich podminkéch jsou zakresleny na obr. 15. Na
obr. 16 je graf zavidosti periody kmita T nah.

3
T,s <
5.5 - 0
5
(]
™
™
45 | <
—
—
@
™
“ 4
35 | Obr. 16 — Délka periody kmitiz T
jako funkce polomeru kruznice
3 ‘ ‘ | | | r =ha, nanizjerovnomerne
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 rozloZzena hmotnost M.
h

Je ziggmé, jak se srostoucim momentem setrvacnosti J — v uvaZzovaném piipadé J roste s h — perioda
kmitd zvysuje (maze byt také h > 1).

Uvedené priklady teSily pohyb sjednim stupném volnosti. Dvojité kyvadlo nebo
systém dvou hmot na dvou pruzinéch jsou priklady systému se 2 stupni volnosti (druhy
piipad lze pouZit jako zjednoduSeny model pérovani automobilu (www.koutny-
math.com | Geometry and Mechanics of Pneumatic Tires, s. 100). Mnoho dalSich prikladi |ze
najit v ucebnicich mechaniky. VSechny ukazuji uc¢elnost Lagrangeovy funkce i to, Ze
sestaveni pohybovych rovnic, tj. Lagrangeovych rovnic 2. druhu a jgjich feSeni se
obvykle stava v podstaté technickou zdezitosti. V praxi to znamena vytvoreni
prislusného software s moznosti feSit jednotlivé pripady jen zménou vstupnich
parametri. Dnes jsou na trhu softwarové baliky pro dynamickou analyzu systému
mnoha téles (napr. ADAMS od MSC http://www.mscsoftware.com/Products/ CAE-Tool Adams.aspx ,
SIMPACK od INTEC GmbH, MBDyn http://www.aero.polimi.it/mbdyr/ , atd.).

Dal&i informace tykajici se principu nggmensi akce a Lagrangeovych rovnic 2. druhu
jsou uvedeny napr. v [30,31].

Lagrangeovy metody zdomécnély i v teorii elektromagnetického pole, mechanice
kontinua[19,27], a prostiednictvim Hamiltonovy funkce i v kvantové mechanice.
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Pozndmka. V odkaze [2] se pige:

Uvahy v Mécanique analytique jsou tak elegantni, Ze W. R. Hamilton (1805-1865) prohlésil, Ze toto
dilo se da charakterizovat jediné jako vedeckd basesi. Je dobré poznamenat, Ze Lagrange si povaml, Ze
mechanika byla ¢asti matematiky podobnd 4dimenzionalni geometrii — 3 prostorovych rozméri a ¢asu.
Rika se, Ze Lagrange se py3nil tim, Ze ve své knize nepouZil ani jeden obrézek.

Stiskem knihy vSak byly problémy. Nedal se ngjit vydavatel, ktery by knihu vytiskl. Ale nakonec se
podatilo Legendreovi premluvit jednu patiZzskou firmu, aby pod jeho dohledem knihu v roce 1788 vydala.

Proudéni tekutin

Rovnice pohybu tekutin formuloval Euler [27]. Jeho prvni metodu zal oZenou na popisu
drahy elementu kontinua jako bodu prostorové kiivky, tj. trojice funkci (x(t), y(t), z(t))",
Vv niz roli nezavisle proménné hraje jen ¢ast, podrobnéji rozpracoval Lagrange. Proto se
pro odliSeni nazyva Lagrangeova. Selementem kontinua se zachézi podobné jako
s hmotnym bodem.

Druh& metoda, jiz zistal ndzev Eulerova metoda, pracuje svektorem rychlosti
elementu kontinua a ten je kromé ¢asu také funkci polohy, tedy v(t, X, y, 2). Pohyb
kontinua je pak vyjadien parcianimi diferencidnimi rovnicemi. Napi. u idedlnich
tekutin je to Eulerovarovnice, Bernoulliho rovnice atd. [5, 19, 27].

Vice o obou metodach |ze ngjit napt. v [19,27]. Pri analyze proudéni tekutin se
obvykle zajimadme o rychlostni pole, nikoli o jednotlivé ¢astice — zvl&st' u dlozZitéjSich
problému. A pak se Eulertiv popis jevi jako vhodngjsi [19,27]. Prikladem muze byt
jednoduchy model vytlacovani vody zprostoru mezi rovinnym dnem a snim
rovnobéZznou obdénikovou deskou, ktery slouZi k vykladu aquaplaningu pneumatik
[32]. Dasi rozsahlou a pro praxi daleZitou doménou je proudéni viskosnich tekutin
popsanych Navierovou-Stokesovou rovnici [19,27].

Libra¢ni body

Libraéni bod je prostorovy bod, v némz je zrychleni rovno O (librare = vyvéiit,
udrZzovat rovnovahu). V ptipadé dvou téles jako zdroju sily nepiimo Umérné ctverci
vzdaenosti je jgich interakce vyjadiena pritaZlivou nebo odpudivou silou, tedy
vzgemné zrychleni je vzdy nenulové. U tii téles jsou jegich hmotnosti zdrojem pole
pritazlivé sily gravitace. Obvykle se uvazuje pripad, kdy jedno z téles ma hmotnost
mnohem vétsSi neZz druhé a to zase ma hmotnost mnohem vétsSi nez tieti. Aby télesa na
sebe nenarazila, musi obihat mensi kolem vétSich, resp. kolem spole¢nych teZisy
jednotlivych dvojic. Na systému Zemé—Mésic testoval Newton gravitacni zékon:
odstredivé zrychleni na priblizné kruhové tragjektorii Mésice kolem Zemé je rovno
gravitaénimu zrychleni, které udéluje Zemé Mésici. Vypocet je uveden v [18], s. 158.
Ideové shodny vypocet vysky stacionédrni druZice nad povrchem Zemé pii zanedbani
gravitaéniho vlivu Slunce jako tretiho télesaje uveden v [25].
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Teziste tii téles lezi v okamzité roviné pohybu. ProtoZze vSak se jgich vzgemna
poloha s ¢asem v prostoru méni, jsou trajektorie téles obecné prostorové kiivky. | kdyz
s problém interakce tii téles zjednoduSime piedpokladem, Ze télesa zustévai v pevné
roving, stéle zustava analyticky nereSitelnym.

Téziste sunecni soustavy se pohybuje v kouli ve stiedu Slunce as polomérem < 2.5
poloméru Slunce [33]. Pii pramérné vzdalenosti Zemé od Slunce, rg = 1.496x10% km
= 1.496x10" m pohyb t&Zi&e v rozpéti 1.5x10° km zanedbdme a t&%i&& slunesni
soustavy ztotoznime s tézistém Slunce. Da8e zanedbame vliv Mésice.

Pro vypocet gravitacniho zrychleni potiebujeme hodnotu gravitaéni konstanty. Taje
G = 6.67428x107* Nm? kg™ [34]. Hmotnost Slunce Ms je = 1.98892x10% kg [35],
hmotnost Zemg je Mz = 5.9737x10?* kg [36]. Gravitasni pole Slunce a Zemé ve
vzdadenosti r od stiedu Slunce aZemé vyvoléavagi zrychleni:

gs= G Msr 2 = 1.327461x,,° r 2, 0z = G Mz r 2 =3.987015x10" r 2.

Uvazujme nyni téleso obihajici na spojnici Slunce-Zem¢ kolem Slunce. Ma stejnou
thlovou rychlost jako Zemg, tj.

W= = 1.9909866x10' s ™.

2p
365.25636 24 3600
Odstiedivé zrychleni télesa pisobi na spojnici télesa se Sluncem ve sméru od Slunce a
mavelikost a=wr » 3.96403x10 ™ r. V libragnich bodech se zrychleni anuluje.

» Libracni bod L1 jev tévzddenosti r od Slunce, pro niz (obr. 17)
f(r)=gz+ta-gs=0,tj.
3.987015™ (r — 1.496%15™) 2 + 3.96403%15 2 r — 1.327461x10° r 2 =0.
Numerickym feSenim této rovnice (napt. v ExceLu) vydor = 1.4811178x™'m. Libragni
bod L1 je vzdden od stredu Zemé (smérem ke Slunci) 1.48822x1,°m, tj. 1488 220km.

r 3
8s 8 @
e P
7pb\l§81un<:e r, L, Zeme
>

Obr. 17 — Librac¢ni bod L, v systému Sunce-Zemeé.

» Libra¢ni bod L, |eZi ve sméru od Slunce za Zemi (obr. 18).

r o |
8 & a
Sk P
%w\sSlunce v, Zemé Ly

Obr. 18 — Libracni bod L, v systému Sunce-Zeme.
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Je urcen rovnici
f(r)=a-0gs-9z=0,1j.
3.96403x% 15 r — 1.327461,0%° r 2 — 3.987015x10™ (r — 1.496%5") 2= 0.
Numerickym feSenim (jednodude v Excelu) vydo r = 1.511051x55™ m, tj. bod L, je
vzdalen od stiedu Zemé smérem od Slunce 1.507329><109 m, tj. 1507 329 km.

» Libra¢ni bod L3 je vzhledem ke Slunci na opacné stran¢ nez Zemg (obr. 19).

\ e

a [& & @J@
Ly TS lunce ¥, Zemé

Obr. 19 — Librac¢ni bod L3 v systému Sunce-Zeme.

L3 jeurcen rovnici
f(r)=gs+gz— a=0,tj.
1.32746110%° r  + 3.987015%:5™ (r + 1.496%15™)  — 3.96403%,0 r = 0.
Stejné jako u Ly, Ly vy8o r = 1.49610378x%55™ m, tj. bod L3 je vzdden 2.99206x:,° m
od stiedu Zeme ve sméru od Slunce, tj. 2992 082 km » 2x rgy = 2 AU.

Libracni body L1, Ly, L3 jsou body labilni rovnovéhy a vypocetl je uz Euler 1760
[37]. Sondy v nich umisténé musi byt vybaveny tak, aby mohly korigovat svou polohu.
Sondy v bodé L; mohou slouzit k vyzkumu Slunce, slune¢niho vétru atd. (SOHO = Solar
Heliospheric Observatory, NASA [37]). V bodé L, je umisténo nékolik observatori (COBE,
Herschel, PV, [38]). Pomoci stejnolehlosti, vzddenosti a poloméria Slunce a Zemé se
|ze presveédiit, Ze asi 90% pramétu Slunce je zakryto Zemi [37].

Lagrange podrobnéjsi analyzou objevil dalSi dva libracni body, stabilni, které nelezi
na spojnici Slunce-Zemé (obecnéji planeta). Planeta vychyluje osu rotace systému 0z
smérem k sobg, takZe souradnice (xs) stiedu Slunce je zgporné (obr. 20).

Slunce

neta Obr. 20 — Vychyleni Sunce planetou a rovnovaha
O x W zrychleni télesa v libracnim bodé L ,.
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Hledani libracnich bodt L4, Ls vede na rovinny problém, jehoZ feSeni neni tak
snadné jako v piedchozich pripadech. Préce [38-40] fikaji, Ze Slunce, planeta a L4 nebo
Ls tvoii rovnostranny trojuhelnik. U Jupiterajsou kolem L4, Ls rozsety skupiny planetek
nazyvané Trojané a Rekové nebo obé Trojané [41-43]. Na dréaze Zemd kolem Slunce
nejsou v bodech Ly, Ls Zadnd vétsi télesa, ale roku 1997 byl objeven asteroid Cruithne,
jehoz tragjektorie matvar podkovy kolem L3, L4, Ls s ob&Znou dobou 770 let [43].

v

Uvazujme nejjednodussi piipad malého télesa obihgjiciho kolem tézisté dvou stejné hmotnych a
blizkych téles (hvézd jako v dvojhvézde). Vzdaenost télesa od hvézdy ozna¢me R a Uhel mezi spojnici

Hvézda Obr. 21 — Nejjednodussi systém ti téles se

dvema hvezdami stejné hmotnosti M.

Méﬁw@ R cosa

télesa shvézdou a spojnici obou hvézd oznatme a (obr. 21). Vzdalenost mezi hvézdami je zigimé
2R cosa ajednahvézda pisobi nadruhou zrychlenim
GM
(2Rcosa)? ’
které je v rovnovéze sodstiedivym zrychlenim pii rotaci obou hvézd i télesa kolem t&zisté v bodé 0
stejnou Ghlovou rychlosti w, tj. a; = W’Rcosa.

Z rovnosti % =w’Rcosa  plyne
(2Rcosa)
_ _GM
4R%cos’a
Na tieti téleso pasobi kazda z hvézd zrychlenim velikosti
- GM
="z

Vektorovy soucet obou zrychleni vzhledem k symetrii smétuje do pocatku O ajeho velikost je
2g4sna=2 CIie—'\zﬂsina.

Toto zrychleni je zase v rovnovéze s odstredivym zrychlenim w? Rsin a, tj.
2 M sna=wRsna.

Tedy 2GM=w?R® (pfipominka 3. Keplerova zakona) a po dosazeni za w? dostaneme

M= —M__ g
4R cos a

Odtud jednoduchou Upravou plyne 8cos® a = 1 sredlnym koienem cos a = 1/2. Libratni body

(vintervalu [ - g— , g—] sfyzikélnim smyslem) jsou tedy uréeny Ghly

a=i% = +60°.
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Asi nema smysd se natéto Urovni piilis zabyvat obecnym hledanim L, a Ls, protoZze
v kazdém bodé vesmiru se uplatiuje gravitace veSkeré hmoty vesmiru. Model tii
izolovanych téles v roving je proto idealizaci, kterd miaze poskytnout jen odhady. Napf.
u zemskych libra¢nich bodt L4, Ls Se musi projevovat gravitace Mésice.

Predstavu 0 gdlozitosti skutecnych trgjektorii kosmickych téles v meziplanetarnim
prostoru ukazuji vysledky vypocti uvedené napt. v [45].

Librace Mésice, stabilita slunecni soustavy
Mésic diky gravitacni vazbé se Zemi je k Zemi sice otocen stéle stejnou stranou, ae
piesto na obéZné draze vykonava kolébavy pohyb [46]. Ten objevil uz Galileo Galilei
(1564-1642). Lagrange se zabyval stabilitou pohybu M¢ésice.

Librace M¢sice je dusledkem toho, Ze ani Mésic ani Zemé nejsou presné sféricka a
homogenni télesa. Dae draha Mésice kolem Zemg také neni presné kruhova (obézna
rychlost r(f)% se tedy se podle 2. Keplerova zakona, %rz(f)% = const, musi ménit) a

navic nelezi v roving ekliptiky. Gravitacni interakce Zemé—Meésic pti obihani Mésice
tak nutné musi byt zdrojem ¢asové zavidlych zmeén.

Podrobnéjsi diskusi k Lagrangeovu objasnéni librace Mésice Ize ngjit v [29],
Appendix.

Lagrange se pokusil prokézat pomoci prvnich aproximaci gravitaéniho potencidlu i
stabilitu slune¢ni soustavy. Pozdgji P. S. Laplace pouzil aproximaci 3. fa&du a ukazal, Ze
systém Slunce a dvou neghmotnéSich planet Jupitera a Saturna je stabilni, tj. odolny
proti vlivu zbyvgjicich planet i nahodnym perturbacim. Dnes vSak modely zaloZzené na
predpokladu izolovanosti slunecni soustavy musime chapat jen jako aproximace redlity.

Planeta M zems 5 s = % 3 £
Merkur 0.055 * i &
Venuse 0.815
Zemg 10
Mars 0.107
Jupiter 317.771
Saturn 95.131
Uran 14.525
Neptun 17.068

Obr. 22 — Slunecni soustava — http://www.redorbit.com/user_files/images/education/the_sun_101/solarsystem.jpg .

vVyvy
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Uvedeny vycet zdal eka nepokryva vSechny objekty, které jsou spojeny s Lagrangeovym
jménem. Ptikladem miZe byt vzorec pro objem &tyisténu s vrcholy Xo, X1, Xo, Xal R®

V(Xo, X1, X2, X3) = % det (X1—Xo, X2—Xo, X3—X0)

nebo to mohou byt Lagrangeovy zavorky pro zobecnéné souradnice gx a zobecnéné
hybnosti px, k=1, ..., n (kanonické proménné ve fazovém prostoru) [17-19]
g (‘ITQi I _ ﬂ_piﬂ)

[u’ V]prq = a \u
ST A TR Y

Newton formuloval zaklady mechaniky pomoci geometrie. Po ném prisla dal$i etapa—
etapa aplikaci matematické analyzy.
Rika se:

Euler je Newtonem mechaniky tuhého télesaa

Lagrange je Newtonem analytické mechaniky.

Kdyby se mé nékdo zeptal na srovnani prinosu Lagrange a Eulera, ekl bych, Ze Eulerav
z&ber byl velmi Siroky a razil cesty mnoha novymi sméry. Lagrangeiav zébér byl uZsi,
zato jeho Uvahy byly logicky dusledngjSi, obecnéjSi a umoznily pronikat hloubgji
k podstaté problému.

Slunecni soustava zdaleka neni deterministicky systém, ktery by se dal popsat
malym poctem diferencidnich rovnic. Je soucésti Mléné drahy a dalSiho vesmiru
s nepredvidatelnymi vlivy. Existuje dost praci, které ukazuji jgi chaotické chovani a
determinismus jen v omezeném c¢asovem intervalu. Nic jiného nelze ani ocekavat.
V nitru Slunce probihgji jaderné reakce podle pevnych zékonu a jen v dusledku radiace
energie se jeho hmotnost nutné meéni. Slunce jako hvézda ma zndmy ¢asovy vyvo;.
http://scienceworld.cz/matematika/ Srazka-Zeme-s-M arsem-a-odl et-M erkuru-4689

http://groups.csail.mit.edu/mac/users/wisdom/chaoti css. pdf
http://ptrow.com/arti cles/ChaosandSol arSystem5.htm

V uéebnici mechaniky [18] je nas. 164 v poznamce pod ¢arou uvedeno, Ze Lagrange vyieSil Keplerovu
rovnici mocninnou fadou konvergujici pro eliptické drédhy s numerickou excentricitou e < 0.6627.V [11]
nas. 20 je ukazka, jak Banachova véta (z teorie metrickych prostori) dovoluje na 2 fadcich dokézat, ze
ieSeni Keplerovy rovnice Ize ngjit prostou iteraci pro |e| < 1. Tento témet trividni dasledek uvadim jako
demonstraci prinosu moderni matematiky (funkciondni analyzy) ke klasické védg.

vVyv
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