Pierre Simon de LAPLACE

F. KOUTNY, Zlin

e

(23(287). 3. 1749 —5. 3. 1827)

Pierre Simon de Laplace byl jednim z nejvlivngjSich védca konce 18. a pocétku 19.
stoleti. Stal se vad¢i osobnosti francouzské akademie véd. Jeho hlavnimi dily jsou
Analytické pravdépodobnost (Probabilité analytique) a Nebesk& mechanika (M écanique
céleste). Tato dila spolu sjeho filosofickymi pojednanimi ovliviiovala vyvoj teorie
pravdépodobnosti i nebeské mechaniky celé stoleti.
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Sipky vyznacuji tfi nejdileZitej S mista Laplaceova Zivota: uprostied pribliZzné poloha Beaumont-

en-Auge, rodisté a z&kladniho vzdélavani, vievo Caen s universitou a vpravo Par

Laplaceovy védecke aktivity (detaily:

Vo

iZ, misto

http://www.mapy.cz/#mm=ZTtTcP@x=99816448@y=136422400@z=10 ).

F. Koutny: Pierre Simon de LAPLACE


http://www.mapy.cz/#mm=ZTtTcP@x=99816448@y=136422400@z=10

1

ZIVOTOPIS

ZIVOTOPIS

Pierre Simon de Laplace se narodil 23. biezna 1749 v Beaumont-en-Auge, Normandie,
Francie. Jeho otec, Pierre Laplace, byl celkem UspéSnym zemédélcem, obchodnikem
s mostem a radnim; matka, za svobodna Marie-Anne Sochon, pochazela z prosperyjici
zemedélskeé rodiny, jegiz pozemky byly v okoli Tourgéville [1]. Mnohdy se uvadi, Ze
Laplace pochézel z chudé zemédelske rodiny, ale to se zda byt zkreslené. V rodiné se
netradovala akademicka kariéra, s vyjimkou jen jednoho stryce, ktery snad byl u¢itelem
matematiky na stiedni Skole.

Laplace chodil do benediktinské cirkevni (probostské) skoly v Beaumont-en-Auge
od svych 7 do 16 let. Jeho otec si piedstavoval, Ze syn bude délat cirkevni kariéru, jak
bylo tehdy u chlapci bézné: bud’ knéZstvi nebo arméda. A skutecné, Laplace v 16 piesel
na universitu v Caen, aby studoval bohoslovi. AvSak po prvnich 2 letech studia v Caen
se u ngj projevil matematicky talent alaska k matematice. Zasluhu natom mgji jeho dva
ucitelé matematiky, Gadbled a Le Canu, o nichz se vi prakticky jen to, Ze objevili velké
L aplaceovy matematické schopnosti.

Jakmile si Laplace predsevzal, Ze matematika bude oblasti jeho pasobnosti, uz ani
universitu v Caen nedokoncil a odeSel do Parize. Nesl si doporucujici dopis od svého
ucitele Le Canu pro d'Alemberta. Ten v3ak podle Laplaceova pra-prasynovce neminil
s 19letym hochem ztrécet ¢as. Da mu tlustou matematickou knihu s tim, Ze ma piijit, az
ji precte [2]. Kdyz se Laplace vrétil za nekolik dni, byl d”Alembert jesté nevlidngjsi.
Pak se de dotazy presvédCil, Ze Laplace skutecné knihu zvliadl, nebot’ na vSechny
ovéiujici otazky odpovédél spravné. Podle jiné verze Laplace do druhého dne vyiesil
néjakou obtiZznou Ulohu, kterou mu d"Alembert zadal. A pak jeste dali tlohu.

Podle jedt¢ dasi verze Laplace napsal
d Alembertovi nékolik dopisa, ae ty
zastaly bez odpovédi. Proto mu podla
obsirngjsi  pojednani o  principech
mechaniky. Nésledovala bezprostredni a
nadSena odpovéd: “Vy doporuceni
nepotiebujete — doporucil jste se sam.
Mate plné pravo namoji podporu”.

Pak dAlembert ngenze zxtd
usmernovat Laplaceovo studium
matematiky, ale snaZil se mu také najit
zameéstnani, které by bylo natolik
vynosné, aby Laplace mohl v Patizi Zit.

Najit misto pro tak nadaného mladého
muZe nebylo priliStézkeé a Laplace se brzy

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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stal profesorem matematiky na Ecole Militaire. Se stabilnim prijmem pii nendro¢ném
vyucovani se nyni vrhl do vlastniho badani a béhem 17 let (1771 — 1787) vytvoril
mnoho ze své originani préace v astronomii.

Laplaceovi bylor. 1771 (ve 22 letech!) nabidnuto ¢lenstvi ve Francouzskeé akademii
véd. Alev tom roce se stal jgjim ¢lenem A. T. Vandermonde av dalSim J. A. J. Cousin.
Laplace byl zklaman a zacatkem 1773 d”Alembert napsal do Berlina Lagrangeovi, zda
by mu mohl zgjistit odpovidgici misto v Berliné. Pak se ale Laplaceiv priznivec
markyz Condorcet (mj. napsal pamétni spis o Eulerovi, viz [4]) v Unoru 1773 sta
stalym sekretdrem akademie. Brzo nato, uz 31. biezna, se Laplace stal ve 24 letech
¢lenem korespondentem akademie a po dvou letech jgjim radnym ¢lenem (1785).

Z Laplaceova soukromého Zivota miuZeme uvést jen to, Ze se oZenil az témet ve 40
letech. Jeho Zena se jmenovala Marie-Charlotte a byla o 20 let mladsi. Méli dceru a
syna (Sophie-Suzanne a Charles-Emile). Zena pti druhém porodu zemiela. Laplace o
svém soukromi byl ochoten prozradit jen velmi malo.

V r. 1806 Laplace koupil dim v Arcueil, coz tehdy jesté byla vesnice u Patize. On a
jeho negjblizsi soused, chemik C. L. Berthollet, tvorili jadro védecké skupiny, ktera se
stala pozdéji zndma jako Arcueilska spolecnost. Vzhledem ktomu, Ze oba meli
préatelské vztahy s Napoleonem, mohli G¢inné ovliviiovat vyvoj francouzské védy po
odborné i persondni strance. DalSimi ¢leny Arcueilské spolecnosti byli Biot a Poisson.

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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V tomtéz roce 1806 byl Laplace zvolen do Krdovské Svédské akademie véd jako
zahranicni ¢len.

Napoleon si vzdycky pra mit politickou podporu muza védy a tak jmenoval
Laplace v listopadu 1799 ministrem vnitra. Ani ne po 6 tydnech jg vSak musel odvolat
a pozdgji ve svych Mémoires de Sainte Hélene napsal: “Geometr prvniho fadu Laplace
se jako podprameérny administrator moc dlouho projevovat nemohl, protoZze hned po
jeho prvnich opatfenich v Gfadé jsme poznadi vlastni chybu. Laplace se nediva na
problémy ze spravného hlediska: vSude hledal podiadné detaily, jen s vymySe
problémy a nakonec ducha “nekonecné malych velicin® vnasel do statni spravy’.

Po Laplaceovi se stal ministrem vnitra Napoleonuv bratr Lucien. Aby se Laplace
necitil ukiivdeén, stal se senatorem a byl mu udélen titul hrab¢ (comte, 1806). Do 3. dilu
své Meécanique céleste vlozil vénovani Napoleonovi jako mirotvorci Evropy.
V exemplétich prodavanych po Napoleonové porézce u Waterloo (18. ¢ervna 1815),
abdikaci atd. a restauraci Bourbonu toto vénovéani bylo pireskrtnuto. UZ v roce 1814 (po
“bitvé ndrodi” u Lipska v fijnu 1813, v niz 200 tisic Napoleonovych vojéki bylo
porazeno 300 tisici spojeneckych vojaka) bylo zigimeé, Ze dny cisarstvi jsou secteny a
Laplace spécha nabidnout své sluzby Bourbonum. Roku 1817 mu krd Ludvik XVIII
udélil vysoky Slechticky titul markyz. Ackoli Laplaceovo jednani nelze hodnotit jako
zrovnanejcestnéjsi, Laplace mél ama pro vSechny predevsim hodnotu jako védec.
(Hierarchie francouzské dechty: chevalier - baron - vikomte - comte - marquis - duc - prince - roi
http://friends.pise.cz/7111-tituly-evropske-slechty.html ).

J. B. Joseph Fourier (1768-1830) jako posluchat Ecole normae 1795 s
poznamenal: “Laplace vypada docela mladg, jeho hlas je tichy, ae jasny, vyjadiuje se
piesné i kdyZz ne Uplné plynule. Vypada prijemné a obléka se velmi prosté. Je stiedni
postavy. Jeho piedndSeni matematiky neni nijak zvl&dtni a jeho vyklad mé rychly
spad...”

Laplace zemiel 1827 v PariZi. Jeho |ékar vynal jeho mozek a uchovéval jgf mnoho
let. Mozek byl nakonec pievezen do nestdl éno anatomického museav Britanii.

Na prani Laplaceova pra-pravnuka byly jeho ostatky pieneseny do Beaumont en
Auge.

V Laplaceové rodisti Beaumont en Auge je po ném pojmenovana ulice Rue Pierre
Simon de Laplace (Ize najit napf. na hitp:/maps.google.cz/) a je zde také Laplaceiv

\ s

jméno jako jedno ze 72.

Laplace byl zvolen do londynské Roya Society, do Krédovské akademie
v Gottingen, byl ¢lenem akademii véd Ruska, Danska, Svédska, Pruska, Holandska,
[tAlie, Americké akademie uméni aveéd, atd.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Asteroid 4628 nese jméno Laplace.

Ddo by se fici, Zze Laplace byl velky matematik strukturou svého mySleni a diky
emocim, které je oZivovaly, byl velkym objevitelem. Ovladané nad3eni, s nimz se dival
na systém prirody, ho provazelo od zatatku do konce. Lze je vystopovat Vv jeho
nej¢asnéj i studii i v blouznéni posledni nemoci. Diky nému se Laplaceovy mimoiadné
analytické schopnosti prisné podiizovaly fyzikdnimu zkoumani. K této nezmérné
kvalite¢ intelektu Laplace pridaval vzacnou pronikavost ve vniméni analogii a
objevovéani novych faktt skrytych v jeho vzorcich spolu s houZevnatosti v duSevnim
zaujeti. Problémy, jakmile byly jednou uchopeny, byly pevné drzeny rok za rokem, az
do vyieSeni. V kazdém odvétvi fyzikdlni astronomie jsou v tomto pohledu vidét hluboké
stopy jeho prace. “On by astronomickou védu uzaviel,“ poznamena baron J. Fourier,
“kdyby ovSem bylo viibec mozné astronomické poznatky uzavrit.”

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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A

I

Laplace poprvé zkoumal stabilitu systému tvoreného prstenci Saturnu, pricemz
zduraznil nutnost jejich rotace a stanovil jegjich periodu prakticky totoznou s vysledky
Herschelova pozorovani, objevil existenci pevné roviny ve slunecni soustavé kolmé na
celkovy moment hybnosti planet (http:/en.wikipediaorg/wiki/Laplace plane; Laplaceova
rovina).

Déle piined znatelny pokrok k teorii astronomické refrakce a prispél k sestaveni
uspokojivého vyrazu pro barometrické stanoveni nadmorské vysky).

Dostate¢nou slavu by mu zgjistilo odstranéni rozporu mezi Newtonovou formuli pro
rychlost Siteni zvuku a skutecnou rychlosti. Uvazova zvukové viny jako tlakové viny,
v nichz kompresi provézi vzrast teploty a vzhledem k velké rychlosti je tento dgj
adiabaticky (bez vymeény tepla). Ve spolupraci s A. Lavoisierem se podilel na radé
experimentt pii zkoumani specifického tepla. Ty mj. vedly kvyndezu ledového

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE


http://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_plane

6

ZIVOTOPIS

kalorimetru. Spolu také 1781 predloZili do Memoari akademie piispévek o vzniku
elektiny pii vyparovani. Laplace také poda Uplnou analyzu kapilérnich jevia chemické
afinity nazaklad¢ sil pasobicich navelmi malych vzda enostech hmotnych ¢astic.

K objektim celoZivotniho Laplaceova zkoumani patfil problém rovnovazného tvaru
rotujiciho tvarného (tekutého) objektu. Prvni praci na toto téma zaslal do akademie
1773, kdy mel teprve 24 let, a posledni 1817, ve véku 68 let. Vysledky mnoha praci
byly zaclenény do Mécanique céleste. Tvori zajimavou soucést systému vesmiru, nebot’
vysvétluji tvorbu vesmirnych téles postupnym nabalovanim a tuhnutim dalsi hmoty na
jelich povrchu pii splnéni podminek rovnovahy. Poskytuji také ukazku produktivity
jeho analytického genia. Za podminky homogenity ma vysledné téleso tvar rotaéniho
elipsoidu. Pak se ihned vynoruji otdzky o gravitacni pritazlivosti rota¢nich elipsoidi a
obecngjSich sféroidd, tj. téles nepravidelného tvaru blizkého kouli.

Laplace ukézal, Ze pritazlive sily |ze vypocitat jako derivace jednoduché funkce —
potencidlu. Tento pristup se uplatnil ngen v mechanice, ae i v teorii statickych poli
elektrického a magnetického (napi. Weber, Gauss), resp. v teorii elektromagnetického
dynamického pole (J. C. Maxwell).

Laplace se zabyva také feSenim pridruzeného obecngjSiho problému pritahovani
nehomogennich sféroidi, u nichZz osa rotace neprochézi stiedem rovniku. K reSeni
pouzival rozvoje ieSeni do sférickych harmonickych funkci (ortogonanich funkci ve
dvou proménnych — Uhlech). Tyto funkce jsou dulezité nejen v problémech gravitace,
alei u dalSich, zegména el ektromagnetickych poli av atomové fyzice.

Nelze opomenout, Ze Laplace navazal na Kantovy Uvahy o vzniku nebeskych téles a
ve svém dile Exposition du systeme du Monde formuloval jinou piedstavu o vzniku
slune¢ni soustavy. K tomu se vratime na konci tohoto pojednani.

Laplace byl jakymsi zakonodércem francouzské veédy, zejména exaktnich veéd.
Zgjima se o propojeni exaktnich véd sostatnimi védami a o filosofické problémy.
Veédeckému Laplaceové prinosu vénujeme dalSi kapitoly — matematickou a fyzikalni.

Skoro vSechny dochované Laplaceovy préce vydavalo pod redakci Parizské
akademie véd nakladatelstvi Gautier-Villars jako Oeuvres complétes de Laplace
v letech 1878 az 1912.

Dil 1-5 Pojednani o nebeské mechanice

Dil 6 Vyklad systému svéta

Dil 7 Analytické teorie pravdépodobnosti

Dil 8-12 Vytahy referdti v Parizské akademii véd av matematicko-fyzikal ni
sekci Institute de France

Dil 13-14 Razna pojednani

Nekolik Laplaceovych vyroka:

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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“Ctete, ctéte Eulera — on je ucitelem nas vech [4].

“Toho, co zndme, neni mnoho. Toho, co nezname, je nezmerne vic.”

“Priroda se sme¢je nadim potizim sintegraci.”

“Jezrgmé..." (Il estaiséavoir...) bylo ¢asto pouzivané slovni spojeni v Nebeské
mechanice, kdyZz bylo néco dokézat a nedatilo se, nebo by to bylo zdlouhavé
zpravidlato byl signdl, Ze nasleduje spravné, ae obtizn¢ dokazatel né tvrzeni).

> “Vidime, Ze teorie pravdépodobnosti je v podstate jen selsky rozum prrevedeny na
vypocty.”

» “Duilesitost ditkazu mimorradného poZzadavku musi byt imeérné jeho neobvykl osti .

» “...(Tatojednoduchost relaci se nebude jevit jako zvlastni, pokud uvézime, Ze)
viechny projevy prirody jsou jen matematickym dusledkem malého poctu
nemennych zakonu."

(DalSi:  hitp://www.todayinsci.comVL/L aplace Pierre/L aplacePierre-Quotations.htm )

vvyyvyy

Laplacetiv pomnik v Beaumont en Auge.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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V Théorie analytique des probabilités (Analyticka teorie pravdépodobnosti) [6] vydané 1812 je toto
vénovani:
Napoleonovi Velikému.
Pane, benevolence, sniz VaSe Velicenstvo racilo prijmout hold v moji Traité de Mécanique Céleste, me¢
inspirovalo k prani vénovat Vam tuto knihu o pocitani pravdépodobnosti. Tyto delikatni vypocty se tykaji
nejdiilezitéjSich zivotnich otdzek, které se zngvetsi c¢asti jevi jen jako problémy pravdépodobnosti.
V tomto pojeti to musi byt zajimaveé také pro VaSe velicenstvo, jehoZ genius umi tak dobie ocenit a tak
skvele povzbudit vSechny, kdo mohou prispét k pokroku vedy a k obecné prosperite. Osméluji se pozadat
Vas Jasnost, abyste prijal toto nové vénovani diktované mym nejvetsim uznanim a mymi nejoddanéjSimi
city obdivu a Ucty, snimiz, pane a Vase Velicenstvo, zistavam Vas nejskromnejsi a posusny sluzebnik a
verny poddany

Laplace

Mozna jde jen o velmi povrchni dojem nebo o tehdejsi modu, ale podle historickych
zminek to vypad4, Ze vladci 18. a pocétku 19. stoleti, meli k védé a védcam (aspon
k nékterym) osobngjsi vztah nez dnedni viadci (presidenti) [4, 5] a skutetné se o jgich
préci zgjimali. Napoleon byl dokonce ¢lenem matematické sekce Francouzského
Institutu, ktery zalozil v Kéhife pii taZzeni do Egypta (1798). A jako 16lety miadik
Uspesné dozil u Laplacea zkousku z matematiky ve vojenskeé Skole. Mezi vyznamnymi
védci, kteri se vypravy do Egypta zGcastnili, byli mimo jiné

Gaspard Monge — matematik a geometr, zakladatel deskriptivni geometrie,
organizator védecké ¢asti expedice, prvni piedseda Egyptského institutu.
Claude L ouis Berthollet — chemik, organizétor védecke ¢ésti expedice.

Joseph Fourier — matematik afyzik. Druhy piedseda Egyptského institutu. Pri

v

vyzkumu v Egypté vznikly z&klady jeho pozdéjsiho dila Analyticka teorie tepla.

(http://cs.wikipedia.org/wiki/Napoleonovo _egyptsk%C3%A9_ta%C5%BEen%C3%AD )

Dnedni politika a vliadnuti, zvl&st' v demokratickém systému, jsou asi slozitéjsi. Také
véda vyZaduje velkou specidizaci a pro laiky je mnohem nesrozumitelnéjsi, nez tomu
byvalo kdysi.

Déle se budeme vénovat tématum, kterymi se Laplace zabyva — z dneSniho pohledu
a s dnesnimi prostredky. Studium originaa Laplaceovych praci, které jsou mozna nékde
ve védeckych knihovnéch, patii spis do kompetence historika.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

Jednou z oblasti matematiky, v niZ je a bude trvale zapsano Laplaceovo jméno, je teorie
pravdépodobnosti. Laplace 1819 vyda knihu Théorie analytique des probabilités jako
z&kladni a obSirné pojednani o teorii pravdépodobnosti jako matematické discipling.
Z&ladni definice pojmu jako nezévisost pokusi, podminéna pravdépodobnost atd.
zastaly uz trvalou soucésti této matematické discipliny. O teorii pravdépodobnosti
existuje bohata literatura. Zakladni fakta a filosofické poznamky jsou uvedeny také
v [7]. Dde lze doporucit obsdhlou knihu [8]. Zde uvedeme jen nekolik ilustraci a
prikladi.

Pro zpiesnéni piedstavy o Laplaceové prinosu uvadime obsah jeho Analytické teorie
pravdépodobnosti [6].

THEORIE ANALY TIQUE DES PROBABILITES

1. UvVOD
KNIHA |. Pogitéani s vytvorujicimi funkcemi.
CAST I. Obecné Gvahy o zakladech veligin.
Kapitolal. O vytvoiujicich funkcich jedné proménné.
Kapitolall. O vytvorujicich funkcich dvou proménnych.

CAST I1. Teorie aproximaci vyrazii s funkcemi velmi velkych gisel.
Kapitolal. Integrace pomoci aproximaci diferencid, které obsahuji faktory s vysokymi mocninami.
Kapitolall. Integrace pomoci aproximaci linearnich rovnic s kone¢nymi nebo nekone¢né malymi
diferencemi.
Kapitolalll. PouZiti predchozich metod k aproximaci riznych funkci velmi velkych ¢isel.

KNIHA 1I. Analyticka teorie pravdépodobnosti.

Kapitolal. Obecné principy teorie (Odstavce 1 a 2, str. 181-190).

Kapitola Il. Pravdépodobnost uddosti slozenych z elementarnich jevi s danymi pravdépodobnostmi (str. 191-279).

Kapitolalll. Z&kony pravdépodobnosti, které jsou vysledkem neuréeného nasobeni udalosti (str. 280-308).

Kapitola V. Pravdépodobnost chyb praiméri vysledkt velkého poctu pozorovéani anejvhodngjsi odhady (s. 309-354).

Kapitola V. PouZiti vypoctt pravdépodobnosti pri zkoumani jevi ajgich piicin (s. 355-369).

Kapitola V1. Pravdépodobnost pri¢in a predpovédi na zakladé dat pozorovani (s. 370-409).

Kapitola VII. O vlivu neznamych nerovnosti, které mohou existovat u zdanlivé naprosto stejné pravdépodobnych
jevi (s. 410-415).

KapitolaVIlI. O stiedni dob¢ délky Zivota, manzelstvi atd. (s. 416-427).

Kapitola IX. O vyhodach zavislych na pravdépodobnosti budoucich udalosti (s. 428-440).

Kapitola X. O moralnim ocekavani (s. 441-454).

Kapitola X1. O pravdépodobnosti pravdivosti svédectvi (s. 455-470).

DODATKY

I. Odvozeni Wallisova vyrazu pro p ve formé nekone¢ného soucinu z knihy | (s. 471-479).

I1. Ptimy dtikaz vyrazu ¢. 40 zknihy | (s. 480-485).

I11. Dukaz vzorce ¢. 42 z knihy | (s. 485-493).

DOPLNKY
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V knize[9] sepise:

“Essai philosophique sur les probabilités (Filosoficky esg o pravdépodobnosti) je snadno
citelny Gvod do teorie pravdépodobnosti, definované na zakladé prredpokladu stejné moznych
jevii.

Teorie pravdépodobnosti spociva v pirevedeni vSech udalosti téhoz druhu na urcity pocet
steiné moznych pripadi, tj. takovych pripadi, o jejichz vyskytu vime steiné mélo, a v urceni
poctu tech pripadi, které jsou pro jev, jehoz pravdepodobnost hledame, priznivé.”

Teorie pravdépodobnosti zastala vic nez celé stoleti na koncepeéni  drovni
Laplaceove, tedy jako nastroj ke studiu probléma s neliplnou vstupni informaci.

Laplace uz 1779 nazntil, Ze pravdépodobnosti P, s niZ diskrétni ndhodné velicina X
nabyva hodnot k = 0, 1, ..., tedy P(X = K), je dgji brét jako koeficienty polynomi nebo
polynomua nekonecného stupné ¢ili mocninnych fad. Takto sestavena funkce

Gx(2D =po+t piz+ P+ ...
se nazyva vytvorujici funkce nahodné veliciny X.

Priklad 1. Binomické rozdéleni. Na hraci kostce se pocty bodu 1, 2, ..., 6 vyskytuji se stejnou
pravdépodobnosti p = 1/6. Zajimejme se napi. o pravdépodobnosti py, s jakymi pii 3 hodech kostkou
padne Sestka k-kréat. Je obecné znamo [6,7], Ze tato pravdépodobnost je dana binomickym rozdélenim

P(X=K) = éf‘_?pk (1-p**,

erg
. _ — M — 388 0 3_ 3_ 125 _ — 1\ — 235l 2_n125 _ 15
t. po—P(X—O)—gigp (1-p)°=(1-p)°= 53" pl—P(X—l)—ggp (1-p)*=3% & = 21"
evg 2
= = = 0 p? —_ :& = = = Op3 —_ O:A
pZ_P(X_Z)_égp (1 p) 216 ! p3 P(X 3) ggp (1 p) 216 °
e<g a

Vytvoiujici polynom je tedy
Gx(2) = B0p°(1-p)°’2 + BOp (1-p)° 2+ B p* (1-p)' Z +B0 p* (1-p)° 2 = (1) + p2)°.
o; G1* §o° Gy
€0g élg &2g &g
Z ngj zpétné dostaneme prislusné pravdépodobnosti:
Po = Gx(0) = (1-p)°
a postupne dée

p1= & Gx(0) = & ((1P) + P2 720 = 3(2P) + P2’P| 70 = 3 (1-0)’ P,

2 2
P2= 5 S5 Gu(0)] =0 = 5 o7 (1) + P2°| 120 = 3 32(A-) + P2 P] =0 =3 (1-P) P,

1

1

2
3

3 S50+ (19 9| 1m0 = § 3x2x10°| =0 =1,

_1 d _
Ps= 5 @Gx(oﬂz:o =

Priklad 2. Pro Poissonovo rozdgleni

k
p=PX=K=¢' = k=01, ..

W!
je
— s I A _ 4ﬁ
Po=€", p.=¢€ 1 =€ ’ p.=¢€ 21
avytvortujici funkce
2 k
Gx@=po+pz+pl+..=¢€ [1+ ITz+ '2—!22+...+'k—!£‘+...]=e4 dr=¢@",

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Vytvorujici funkce tvori jeden ze zakladnich pojma v Laplaceové vykladu
pravdépodobnosti [8]. Definujeme-li napt. s-ty moment diskrétni nahodné veliciny
vztahem

MS: é kspk )
k=0,1,...

pak plati

lim Gx(@) = lim (po+piz+p+...)= & pc=1=My,
z®1- z®1- k=0,1, ...

lim G§ (@ = lim (p1+2pz+3pZ+...)= & kpe= My,
z®1- z®1- k=12, ...

lim G¢ (2= lim (2x1p+3x2psz+...)= & k(k-1) px= Mz—My,
®1- ®1- k=2,3, ...

a st/edni hodnota diskrétni nahodné veliciny je EX = My,

variance (rozptyl) var X=s?’=M,-M??= lim [G§ (2 + G§ (29 (1-G§ @) ] -
®1-

Binomické rozdeleni a normalni rozdeleni
Oznatéme p konstantni pravdépodobnost vyskytu sledovaného jevu v kazdém
pokusu, n celkovy pocet pokusi a k celé ¢ido, 0 £ k £ n. Pocet vyskyta sledovaného
jevu v n pokusech je ndhodna veli¢ina X. Pravdépodobnost P(X = k) = gf‘;épk 1-p™*
erg
definuje binomické rozdéleni Bi(n, p). V prikladé 1 jsme pracovali sBi(3, 1).

for)

5 1
¢ |
0.25 1| —&— n=12
P(k, 1/6) ) —=——n=24
021 —A—n=48
[ —e—n=96

-20 -15 -10 -5 0 10 15 20

Obr. 1 — Hustoty binomickych rozdéleni pro p = % a ruznych n pri transformaci k & k—np.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Obr. 1 ukazuje prabéh hustot pravdépodobnosti pro rostouci n pii konstantnim p. Je
vidét, Ze srostoucim n se lomena spojnice hustot Bi(n, 1) vyhlazuje a je nasnadg

my3lenka aproximace téchto ¢ar hladkou symetrickou exponencidni funkci ve tvaru

£(x) = A(n) e CP)e )
S touto ideou poprvé piisel Abraham de Moivre (1667—1754), francouzsky emigrant
v Briténii, ktery mj. napsal knihu o teorii pravdépodobnosti The Doctrine of Chances
ocenovanou hazardnimi hré&gi [8]. Laplace jeho Uvahy podstatné zpiesnil.

Moivreova—Laplaceova veta. Posloupnost hustot binomického rozdéleni Bi(n, p)
konverguje srostoucim n stginé rychle a ke stginé limit¢ jako posloupnost hustot
normélniho rozdsleni N(m s?) se sttedni hodnotou n{n, p) = np arozptylem s?(n, p) =
np(1-p), tj.prok=0,1, ..., n

a0 -k amo ]
¢, P P g P - Pt
lim —=2 ~ = lim —&2 ~=1.
n® ¥ _ (k-m(n,p))~ n® ¥ 1 _ (k-np)
BN SN IO = g 2P
A 12ps Z(n’ p) \V anp(l' p)
0.9
0.8 g 24, ,
3 7{ » A Bi(16,04)
0.7 , Norm(16, 0.4)
6 4 | d 8 A Bi(64,0.4)
' A 6'/ 8 —o— Norm(64, 0.4)
05 | ‘= /
P ‘a o/
04 ‘ / 8
03 f S 4 "Q\Q
0.1 k o A\
0 00 . oo ‘g/‘i/d ‘ : ‘ Q\XQ\QOJA—Q—L}Q—Q—Q—Q—Q—Q—(}Q—Q
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Obr. 2 — Naznak konvergence hustoty binomického rozdeéleni pro p = 0.4 k hustoté normalniho rozdeleni
N(np, np(1-)) pro n= 16, 64.

Dutkaz této véty piimym zpuasobem pomoci Stirlingovy formule [7,8] pro odhady
faktoridu alimitnim pfechodem

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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m fgi (N, p,K) _
n® ¥ fN(n’p!k)

je zdlouhavy. Naobr. 3 jeilustrace prop = %

V piipadé sudéhon=2map= % je dikaz jednoduchy.

EMoym(r- e
fBiE:’ prr:; ___émg? § - \/—(1)2m8@ O Jpm 22 (ri'mn)]'!.
v P 1 o zznmz(l2 ;) ﬂ o

y2p2mi(1- 2)

Stirlingovaformule pro velkdszni sl » +/2ps s’ e el%s \2ps s’ €, takze

fg(2mi,m 2m)!
B2 T~ im Jpm 27T (2m)!
mey¥ fy(n,p,m  me¥ mm!
~ I|m Jpm 22 J2p” 2m (2m)?Me 2m im 2pm m?Me=2M 4
2pm m2Me-2m me¥ 2pm m2Me- 2m )
1 ?7 = )
0.8 - —o— Bi
P, Bi/N =N
e Bj/N
0.6 -
9
0.4 - 8
0.2
0 T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140

n

Obr. 3 — Konvergence binomického rozdéleni k prisluSnému normalnimu rozdeleni pro p = % .

Elegantni dtikaz zaloZeny na pojmu charakteristické funkce uvadi van der Waerden
[11].

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Laplace do své knihy o pravdépodobnosti zahrnul také vSechny vyznamné poznatky
svych predchidct, tedy H. Cardana, P. Fermata, B. Pascaa a dalSich. Jeho pojeti
pravdépodobnosti piekonal a teprve axiomaticka teorie pravdépodobnosti, kterou na bézi
teorie mnozin, miry a integralu formuloval 1933 A. N. Kolmogorov (1903-1987) [7,8].
Jde v podstaté¢ o piitazeni ciselné hodnoty jevam, které se chapou jako mnozZiny
Vv univerzalnim jevovém poli. Toto pojeti pravdépodobnosti je dnes dominantni.

2

2 ﬁ
Laplaceivintegrdl  F(X) = e 2dt =3+ 2 dt

N

1 1
T2 T2p

KO X
OO;X

2
Integrand g(t) = e 2 je definovén i sderivacemi libovolného f&du na celé reané ose
2

[
R' = (=¥, ¥), je klesgjici na intervalu (0, ¥) (& g(t) = e 2 < 0) ama maximum
v bode 0, 9(0) = €’ = 1 ({4 9(0) = 0a 45 g(0) =-1).
ZvolmevelkaM, N tak, ze M < N. Zrgime

N 2 N _wm2 M2
dgez2dt<gpe 2d<e 2(N-M) Va¥s ¥5® 0.
M M

M2
(Proilustraci polozmef(M,N)= e 2 (N—M), N = 10™ avypoctéme nikolik hodnot.
Napi. f(8, 10°-8) =1.013x107"°, f (16, 10'"°-16) = 4.116x10°>, f (32, 10%%-32) = 1.408x107%)

N2
Integrd ¢ e 2dt muZeme tedy volbou M udélat libovolné malym ato znadi, Ze
M

*K
N

2 ¥ 2 ¥
O € 2dt existuje[12]. Substituci u = ﬁ dostaneme ¢ e 2dt = J2 0 € v du
0

0 0
= B.Pak F¥)=1+ r\f 1

X 2
K numerickému vypoctu integrdu ¢ e 2dt |ze pouZit rozvoje exponencidly ve
0
stejnomerné konvergentni fadu aintegrace jednotlivych ¢lena [12,7], tj.

X 0 : (tz) 1 (t2 )2 1 ( )3 X3 x> x’

~ 2 = A — 4+ ] — L N, S —

(?e dt_(())[l 2/ 2\z) 3l Aldt=x 32 " saZ Tad

3 5 7 k+l
=X-F5 t =2 -F5+...= :
X~ 372 5222 7328 a (- ) (2|<+1) (2k+1) 2¢ ki

Oznacime-li ¢leny fady ay, ap =X, lze vypOCet ZdehOdUSlt rekurentnim vztahem

—_2Kk1y1 Xy =
2k+1  k 2 A1 k 1’ 2’

aprovést jg snadno v EXCELu. Nasleduje tabulka s hodnotami ax prox=0.5 .

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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k a Vidime, Ze absolutni hodnoty ¢lent ax rychle klesaji a
0 050000000000 uZ [as] < 207, Sectenim ¢lend & dostaneme
1 -0.02083333333 ° . _
2 0.00078125000 _a ay = 0.4799252189%6...
3 -0.00002325149 k=01,...
4 0.00000056514 Tedy
5 -0.00000001156
6 0.00000000020 F(0.5) =05+ — \/— a ak = 0.69146246127.
7 0.00000000000 k=0

Laplacetv integrd F (x) Ize ovSem pogitat také metodami numerickeé integrace, napr.
Gaussovou kvadraturou [13,14]. EXCEL nas svymi funkcemi NORMSDIST nebo
NORMSINV zbavuje préce s piimymi vypocty F (X) nebo feSenim rovnice F(x) = p,
V niz p je zadané pravdépodobnost.

Napf. NORMSDIST(0.5) = 0.69146246127401, NORMSINV(0.69146246127401) = 0.5.

Distribueni funkci normélniho rozdéleni N(m s?) se stiedni hodnotou ma rozptylem
s?[7,8,11]

e *7 du
2ps 2

Fn(xms?) =

K Qs X

pievede substituce
t==" (u=m+st, du=sdt)

na normovany tvar (normélniho standardizovaného rozdgleni N(O, 1%) )
1 x;m t? d F(
——— e 2dt=
Jop _y
Misto nézvu normani rozdsleni N(m s?) se nékdy uZiva ndzvu Gaussovo rozdslent,
nebo L aplaceovo-Gaussovo rozdéleni. Funkce
X

erf (x) = T(? e Ut

se nazyva chybové funkce (error function) nebo Gaussova chybova funkce. Snadno se
oveti (substitucet = +/2 u), Ze

FO= = ¢ 2 = 05+ 1% ot = [1+ FEXY
= — ¢ e =05+ — 0 e Z[+ef &==
V2p Ly p o e\/E

Napt. Fn (M) = F (0) = 0.5 nebo (vime[12], Ze ¢ dt = ‘/_)
0
1 Lo 2
Fe@) = tii+ef (¥)] =21+ 2 0 edy=21p1+ 2 ¥YP1=1
2 P o 2 p 2

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Laplaceovo rozdéleni nebo dvojite exponencialni rozdeleni
Jxem
flxmb)=2e °,
je spojité a symetrické kolem bodu x = m takze s normanim rozdélenim ma nekteré
podobné geometrické rysy (obr. 4).

H

0.9 4
08
0.7 A

f —— =2
0.6 - —8—b=1
05 h —pe— p=0.5

AN
o
[EEY
N
w
N
[

Obr. 4 — Hustoty Laplaceova rozdéleni f, (x; a, b) = % e b proa=2arumab.

Stredni hodnota nahodné veliciny X se spojitou hustotou pravdépodobnosti f je [7]
¥
EX= ¢ xf(x) dx.
-¥
V naSem pripadé (integrace per partes)

L Lp ™ e ¥ e
EX= 5 0 Xxe ° dx:%[ O xe ° dx+ ¢ xe P dx]
-¥ -¥ m
x-m mo_en e ¥ pen
_ 1 S m . - Ty -
= L[ bxe® |_¥—bge o dx —bxe ® |" +bg e P dx |
- m

e x

m
:2—1b[ bm—e © |m¥ +bm-e b |¥ =

[ 2bm-1+1]=m

coz se vzhledem k symetrii vzhledem k x = mdalo ocekéavat.
Vypocet variance Laplaceova rozdéleni je rovnéz jednoduchy.

¥ ) m 5 [x-n ¥ ) Cpen
varX= ¢ (x-=m’fidx=-L[ o (x-m’e © dx+ g x-m’e ® dx ].
-¥ Y4 m

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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Substituci Xx—m= bt dostaneme mezet(m) =0, t(¥) =¥ adde

0 ¥
vaXx= L0’ o e Vbdt + o te bdt ]
0

_ 12 24t (O O 20t ¥ 4on ot
=1p?[ €' ] —Z_Stedt—te |0+2§)te dt ]

112 t |0 0 t -t ¥ ¥ -t
=1p?[ -2(te _¥—gedt)+2(—te |O+ooe dt) |

=) & °, -t [ ]=2p7

—o—N(0,2)

—a—1(0,1)

x-9

Obr. 5 — Hustoty Laplaceova rozdéleni f_ (x; 0, b) = 2_1b e b anormalniho rozdeleni
x2

f(x)= 2—1be-Pprom= Oab=1

N&hodné veli¢ina X s Laplaceovym rozdélenim L(m b) se da modelovat pomoci
standardniho rovnomeérného rozdéleni U s hodnotami [0, 1) tak, Ze se oddélené invertuji
ob¢ exponencidni vétve (X £ m x3 n)

11- Lexp(- 59 X3 im-bin(2-20) _ u?05
|

3 =
pro A® - X(U) {m+ bIn(2u) UE£05"

U(X) - Texp(x'_ XEmMm

To lze elegantngji zapsat ve tvaru
X=m+bsgn(0.5-u)In(1-20.5-u]),
tl.prom=0ab=1
X=sign(0.5-u)In(1-2]0.5-u).
Rozborem demonstracniho souboru s n = 507 takto vygenerovanych hodnot X jsme
ziskali ¢etnosti  n_g = pocet X, pro néz X £ -5.5, n_s = pocet X, pro néz -5.5< X £ —4.5,

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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., hs=pocet X, pronéz 45<X£55 ng=pocet X, pronéz 55<X. Pro dané

b vypocteme srovnavaci kriterium [7]
2

)= 4 g% -%9.

k -6
Graf funkce S(b) pro uvazovany piipad simulace na obr. 6 ukazuje, Zze S nabyva
minimav okoli b = 1.3. Spokojime se s touto aproximaci parametru b.

0.006 N\ /-

S (005 \ /
0.004 \\070‘4

0.003

0.002

0.001

0

11 12 13 b 1.4 15

Obr. 6 — Prabeh funkce S(b) pro soubor 507 simulovanych hodnot X z rozdeleni L(O, b).

Obr. 7 ukazuje relativni ¢etnosti ni/n a hustotu f. rozdéleni L(O, 1.3).

04
A~

ng/n, (0, 1.3)

Obr. 7 — Relativni ¢etnosti urcené model ovanim rozdeleni f (X) = % e I a srovnani s hustotou f
sparametremb = 1.3.

Laplaceovo rozdéleni se d& pouZzit pii analyze jevi v okoli boda labilni rovnovéhy,
u vratnych chemickych procesi, pii analyze obrazu apod., tedy tam, kde mérena
ndhodnd veli¢ina zavisi exponencidné na absolutni hodnoté jiné veliciny.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Bayesovsky pristup
Laplaceovi se klade za zasluhu, Ze znovuobjevil pojem podminéné pravdépodobnosti a
cestu ke zpresiovani (apriorni) pravdépodobnosti po dodatecném doplnéni informaci
napi. experimentem (tzv. aposteriorni pravdépodobnost). Vychodiskem je vzorec pro
Uplnou pravdépodobnost. MuzZe-li jev A nastat jen tehdy, kdyZ souc¢asné nastane nektery
z navzgem nezavislych jevu (hypotéz) Hy, ..., Hy, které dohromady tvori jisty jev [7,8],
PH.E ... EHy) =PH) + ... + P(H,) =1,
je
P(A) = P(H1) P(A[Hy) + ... + P(Hn) P(A| Hy),
pricemZz pro k = 1, ..., n znati P(A| Hy) pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze
z&roven nastane (plati) Hy. Tato podminena pravdépodobnost je
P(ACH,)
P(Hy)
Pro pravdépodobnost, Ze plati hypotéza Hy, kdyZ nastal jev A, plati
Bayesova formule [16,17]

P(A|Hy) = prok=1,...,n.

P(HJA) = P(Hy) P(A|Hy) _ P(Hy) P(AHy)
‘ P(A) P(Hp) P(A[Hy) +...+ P(H,) P(A[H})
P(ACH,) 1
(=P(Hy) € x
P(Hy) P(H,) PAGH,) P(H.) P(AGH,)
P(Hy) P(Hp)
P(ACH,) ).

" P(ACHy)+..+P(ACH,)

(Thomas Bayes (1702-1761) byl anglicky presbyteriansky duchovni a matematik [18]. Obhajoval Newtony
fluxe (derivace) proti Berkeleyho filosofické kritice [19]. Bayesiv spis o pravdépodobnosti byl vydan aZ
3 roky po jeho smrti. Bayesovu formuli znovu a nezévisle objevil P. S. Laplace ave véku 25 ji publikoval
ve skvélé studii, kterad byla podnétnai ve 20. stoleti hitp://www.cs.uoi.gr/~galatsanos/L APLACE.htm ).

Priklad 1. M¢&jme dveé stejné urny. V urné A, je 20 kuli¢ek bilych a 10 éernych, v urné A, je 10 bilych a
20 ¢ernych. Nahodné zvolime urnu, 4krat z ni vytdhneme kuli¢ku, zaregistrujeme jegji barvu a vratime ji
Zpét, aby pravdépodobnost vybéru zistavala stejna. Celkem jsme vytahli 3 bilé a 1 ¢ernou kuli¢ku. Tuto
udalost oznatme B. Jaka je pravdépodobnost, Zze zvolenaurnaje A;?

Pravdépodobnosti volby uren jsou P(A;) = P(A,) = % tedy P(A;) + P(A,) = 1, pravdépodobnosti

vytazeni 3 bilych a1 ¢erné kuli¢cky z urny A; aurny je A, (binomické rozdéleni) jsou

= ado (2P (1) = 42° - 32 = odo (1P[2)= 42 - 8
PBIA) = @0 (1) = £2 = 2. PEIA) = 0 [ifg= 2= &
etg etg
Podle Bayesovy formule
P(ALE) = P(BIA) P(A) __ &3 _ 3 _32_4_ug
! P(BIA) P(A) + P(BIA) P(Ay) 321, 871 32+8 0~ 5 %

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Priklad 2. Dva hr&i se stiidavé strefuji do kuZelky. Pri prvnim hodu ma prvni pravdépodobnost zasahu
0.2, druhy 0.4. Skazdym dalSim hodem se u kazdého hrage pravdépodobnost zasahu zvétsuje o 0.05.
Kuzelka spadla pti 5. hodu. Jaké je pravdépodobnost, Ze hazet zagal 2. hr&t?

Zit mohl stgjné prvni i druhy hr&, P(H;) = P(H,) =0.5. Prvni 4 pokusy byly nelspésné. Zagal-li
prvni hré&g, byla pravdépodobnost zasahu v 5. hodu

P(AH) =(1-0.2) (1-0.4) (1-0.25) (1-0.45) 0.3 = 0.8x0.6x0.75x0.55x0.3 = 0.0594,
Zta-li druhy hrég, byla pravdépodobnost zasahu v 5. hodu

P(AH,) =(1-0.4) (1-0.2) (1 -0.45) (1 -0.25) 0.5 = P(A|H1) x0.5/0.3 = 0.0990.
Pravdépodobnost, Ze zacal 2. hr& je tedy

_ P(H,) P(AH») _ 0.5 0.0990 __ 1 _5_
P(HIA) = P(H,) P(AJH))+P(H,) P(A[H,) ~ 05 0.0594+0.5 0.0990 ~ (3/5+1) _ 8 =0.625.

Dalsi adozitejsi piiklady jsou uvedeny v [16,17].

Privlastky apriorni a aposteriorni Ize prenést také na hustoty nédhodnych vektort
[20].

Interpretacni problémy ¢i pochybnosti mohou vznikat, pokud se z vyskytu jevu A
délgji korekce pravdépodobnosti P(Hy), které jako apriorni mohou byt zvoleny dost
libovolné (viz diskusi v [8], str. 83). Zvy3eni vérohodnosti vyZaduje dalSi experimenty a
pak se dostdvédme do oblasti aplikaci standardné definovanych statistickych Setreni u
vétSich soubort dat [20].

P. S. Laplace pouZil metody vybéru k odhadu poctu obyvatel Francie [22]. Primél
francouzskou vladu, aby v nevelkém pocétu malych administrativnich okrska naridila
sedist obyvatelstvo ke dni 22. z&r 1802. Ze zndmého celkového poctu jejich obyvatel
(y) a poctu déti narozenych v piedchozim roce v téchto okrscich (x) a v celé Francii (X)

(registrace novorozenci byla povinnd) odhadl pocet obyvatel Francie zlomkem (%x).
Laplace také odvodil nekteré viastnosti tohoto odhadu. Predtim (1786) ovéril tuto
metodu stanovenim odhadu pocétu obyvatel Francie v roce 1782.

Podobnou vybérovou metodou se d& odhadovat pocet néjakého druhu zvéie, ryb atd.
v obtizn¢ pristupnych nebo zcela nepiistupnych zonéch prirody [7].

Pravdepodobnost a moralni vedy

V navazani na Condorcetovy préace se Laplace zabyva aplikaci urnového modelu na
pravdépodobnost vyskytu chybnych lidskych rozhodnuti v oblastech, jako jsou
svédectvi nebo soudni verdikty. Laplace vyjédiil urc¢ité podminky platnosti, ae
soucasn¢ zdaraznova vyhody odhadi na zakladé pravdépodobnostnich Gvah. V prvnim
dodatku Théorie analytique pocital aposteriorni pravdépodobnost, Ze obvinény je
skute¢né vinen, jestlize kazdy z n ¢lent soudniho senatu mé stejnou pravdépodobnost p
prisoudit “vinen’, pricemz ' £ p £ 1. Na zaklad¢ téchto vypocta Laplace formuloval
doporuceni o slozeni sendtu a vétSinovém rozhodnuti, ktera také publikoval v roce

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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1816. Laplaceovy argumenty se v letech 1820 a 1830 opakovan¢ staly predmétem
diskusi 0 systému soudnictvi ve Francii. Soucasné vsak rostly namitky proti a silila
kritika pravdépodobnostnich zavéra v oblasti préva ze strany filosofu a matematikt
(Poisson).

(Vice: http://statprob.com/encyclopedia/PierreSimonMarquisDel APLACE.html )

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE — LETMY POHLED
+¥

Integrdl F(s) = ¢ f(X) € dx, kde s> 0, konverguje napi. pro omezené spojité funkce,
0

+¥ +¥ +¥
ti. FO) EM<+¥,nebot’ | 9 f(X) € dX £ QX eFAXEM ¢ €™ dx £ M.
0 0 0
+¥

Obecngji: nevlastni integrd ¢ f(X) €™ dx pro komplexni p a v&echny komplexni
0

A
funkce definované na poloose (0, +¥) konverguje, jeli ¢ f(X) €™ dx konecné
0

komplexni ¢islo pro kazdé +¥ > A > 0 a ke kazdému e > 0 existuje takové A(e), Ze pro
jakakoli L, U > A(e) je (viz nevlastni integraly [12])

u
o f(x) e Pdx
L

<e.

+¥
Pro zjednoduseni se poZadavky zarugujici konvergenci ¢ f(x) €™ dx formuluji
0
v silngj&i (a konkrétngjsi) formeé [22-24]. Napt. f je komplexni funkce definovana a po
¢astech spojitana (0, +¥), pro niZ existuji M, s> 0 takova, Ze pro dostatecné velkax je
[T £EM e %

(funkce exponencianiho typu). Pak pro komplexni p, Rep 3 sexistuje

+¥

Lf =F(p)= ¢ f(x) e™dx.

0

MnoZinu vSech takto definovanych funkci f oznacmeE.

Napt. prow > 0 je |€"¥| = 1, tedy €"* patii do E a

¥ +¥ . .
LW = +0 e(iw—p)de:. 1 liw-n) x 0 = 1. — -p+|w = p+iw _
0 iw- p p-iw  (p-iw)(p+iw)  p?+w?

V dusledku linearity integrace je také L linearni operdor (tj. zobrazeni, které
komplexni funkci f z E pritazuje komplexni funkci F), pficemz pro libovolna
komplexni ¢islaa, b alibovolné funkcef, g z E plati

L(af + bg) = aLf + bLg.

TedyLéXzL(coswx+isinwx):Lcosvvx+iLsinvvx: 2p 5 +i 2W 2,tj.
p™+w p-+w
L coswx = 2p 5 L snwx= 2W 5 -
p-+w p-+w
Velmi dulezity je vypocet obrazu derivace (f(0+) = limyg o+ f (X))
+¥ +¥
Lf = o f'(X) e dx="f(x)e™ +§ + o f(X) ™ dx=pLf —f(0+).

0 0

Analogicky

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE



23

MATEMATIKA

Lf” =sLf" —f"(0+) = p[pLf —f(0+)] —f"(0+) = p°Lf —pf(0+) —f"(0+)
apron>2

LE® = p"Lf —p™ £(0+) — p™F "(0+) — ... —F(7D(04) .
Pro integré funkce z E dostaneme podobné
X +¥ X 1 X +¥ 1 +¥
Lo f(udu= ¢ (o f(uydu)e™dx=——e™ f(uydu]  + = ¢ e”™f(x)dx
0 0 0 P o O Po
+¥

Prvni s¢itanec na pravé strané se zitgimeé anuluje (integra ¢ f(u) du je konecny), takze
0

X 1
Lo f(uydu=—Lf .
0 p

Operator L prevédi derivovani nebo integrovani na nasobeni nebo déleni cislem p.

UkaZme s jednoduchou aplikaci na volnych kmitech linearniho oscilétoru, popsaného
linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty

2
m;'t—z y(t) +cSy(t) +kyt) =0, y(0)=yo, $Y(0) =0
(napf. linearni pruzina charakterizovana tuhosti k (N/m), koeficientem Utlumu c (kg/s),
naniz je zavdeno t&leso s hmotnosti m[25]). D&lenim m dostaneme (g= -5, w* = % )

2m’
Y () +2gy (1) + W) =0, y(0) =yo, S¥(0)=0.
V tomto bézném fyzikdnim pripadé jsou vychylky y(t) i jegich derivace zaruc¢ené
omezené hladké funkce, takze |ze bez problémut pouzit Laplaceovy transformace:
Ly +2gLy +wLy = (p’Ly—pYo—0) + 29 (pLy —yo) + WLy
= (p® + 20+ W) Ly — (p + 29) Yo =0,
tj.
+2¢
|_y = % Yo .
p”+2gp+w
Pri zanedbatelném Gtlumu ¢ »0 |ze ovSem polozit g= 0. Pak

Ly=vo 2p 5 = yo L coswx = L( Yo CcoSWX).
p™+w

L jelinedrni, tedy L(y—Yocoswx) = 0. Pro funkce z E odtud plyney — Yy, cos wx = 0,
ij.
y(t) = yo COS WX .

Z tohoto nastinu je ziggmé, Ze Laplaceova transformace algebraizuje derivovani a
tim v mnoha pripadech usnadiiuje feSeni diferencidlnich rovnic. Toho se bohaté vyuZiva
napi. ve vypoctech elektrickych obvoda [22]. V odkazech [22,24] lze ngjit také
rigorozngjsi vyklad. Obvykla je také Laplaceova-Carsonova transformace

+¥
Cf=pF(p)=p o f(X)e™dx.
0

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Vlastnosti komplexnich funkci komplexni proménné F(p), resp. pF(p) (holomorfnost
[12] v poloroving Re p > s) apodminky inverze L, resp. C jsou uvedeny napi. v [22-24].

Pro Laplaceovu-Carsonovu transformaci byly sestaveny obsahlé tabulky

korespondencef « C f =pF(p). Podrobngji:
+¥ 1 b+i¥
faCf=pgyfxe™dx -%4® Cf=pFp) a 200 O F(p) ' dp=*
0 I b- iy
pro b > s. Pogledni z rovnosti
L™H(ECf) = L7H(L) = f

se nazyva Mellinova formule. [27]. Obecngji |ze k inverzi pouzit reziduove véty teorie
funkci komplexni proménné [12,22,29].

Vrat'me se k vychylce volnych kmiti tlumeného lineérniho oscil&oru. Podle Mellinovy formule
b+i¥ b+i¥
=1 §Lyddp=yt o _ P*X .
2pi p iy 2pi p.jy p?+2gp+w
Jmenovatel integrandu vpravo je kvadraticky polynom s koreny
PL=—g+i Jw2- g2, P2=-0-i w2 ¢,
takZe jg IzerozloZit nasoucin (p —py) (P — pP2)-
Integrand g(p) = P+ ¢ = Pt28 & je holomorfni (diferencovatelnd) funkce v celé
p? + 20 +W (p- P)(P- P2)
komplexni roviné s vyjimkou bodu p;, p,, v nichz majednoduché pdly [12,22,29]. Rezidua g(p) v téchto
bodech jsou [12,22,29]
resp, 9(p) = A¥2 ot = Meﬁt, resp, g(p) = P2 L gpat = - GHY-- gt
b~ P 2i... R- P 20...
V Médlinové formuli zvolme tieba b = 0. Podle reziduové véty je integrdl g po uzaviené hranici
pulkruhu o poloméru R se stiedem v pocétku (obr. 8) roven 2pi-nasobku souétu rezidui g:

O 9(p)dp=2pi[resy g(p) +resp, g(P)] |

(NE(K)
L Ri . ) pt _ ¢
=2pi[L-[(g+i Vo) eF +(g+i o) e™]
(k) 2iy...
= ... (zdlouhavé Gpravy vynechame)
i 1 = 2pi eﬁ[WZLgZSin(IW2_92t)+cos(/W2_92t)].
: fw2-
Integrdl po oblouku kruznice (k) je
o9(p)dp= o R *20 R a
(k) p/2 R +2gRe" +w?
3p/2\ R +2R |
C)Q(p) dp £ o _ _ Ri(cosf +isint) df .
(k) p/2 |Red" +2gRd +W2M

Obr. 8 — Oblast pro vypocet y(t) zZpétnou 5 it
Laplaceovou transformaci. Zrgime Re +2QR ‘E M<¥ a

Red" +2gRe +WP|

3/444@ 1

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Takze

(k)

3p/2
og(p)# £M 0 ‘ gRtcost JRtsinf| df £ M O grsnf 4

Podle véty o stiedni hodnoté [12] existujeq, 0<q<p,Ze M O eRsm gf =M p RS 3/4%”'4@ 0.
0

Pak
i¥

lim 0 gP)dp= |im O 9Pdp + ji;m O 9P dp= O 9(P)dp +0
RO¥ (r(R)E(K(R) RO¥ (r(R) RO¥ (K(R)) - i¥

=2pi[resp o(p) +resp, 9(p)] ] = 2pi eﬁ[\/— sin ({w? - g? ) + cos (yw? - g* f)].

Konecné tedy

i¥
1 .
YO = Yo—— O 9(P)dpdp=yoe?[ > Sin(Jw?- g2 t) + cos(yw? - g? B)].
2pi _iy w/wz
Derivovanim ngjdeme rychlost a zrychleni

ymz—wegﬁffsthqux

y (t)—yoe*’wz[F sin (w2 - g2 ) —cos (w?- g2 1) 1.
Byva zvykem vyjadrovat feSeni ve fazovém tvaru. V naSem ptipad¢ tedy

y(t) = yoe¥ ccos(yw? - g?t+a) =y, €% [cos ({w? - g?t) ccosa —sin (yw? - g? t) csinal.

M4 pak platit
[cos (yyw? - g? t) ccosa —sin (yw? - g? t) csina] = [cos (/w2 2t)+\/7sm(/W ¢ Dl

Zrgime

ccosa =1, csna=——3
JW2- &
9

Délenim druhé rovnosti prvni (a ! p/2, ¢t 0) dostaneme tana =-— \/F ,tedy sina = —% . Z prvni
-9

1 _ —
0sa 1. sn?a w- g?

y(t) = yoe* \/szizz cos (yw? - g? t—arcsin —)

rovnicepak c¢= G . Fazovy tvar reSeni tedy je

Zieime y(0 cos (—arcsin =
feime y(0) = Yo W.gz ( W2) Yo

. . — 2 LR —
- sin’(- arcsind) —yo\/ w_ ""229 = Yo,
w?-g w

atd.

U Laplaceovy transformace hraje velmi dulezitou roli tzv. Duhamelav integral
[22,24] (Jean-Marie Duhamel (1797-1872))

t
45 f(t—u) g(u) du.
0

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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t
Integrdlu ¢ f(t—u) g(u) du setikakonvoluce funkci f ag. Substituce v=t—udava

0
% f(t—u) g(u) du = —% f(v) g(t—v) dv= ;‘) f(v) g(t-v) dv,
0 t 0

tj. operace konvoluce je komutativni. Derivace konvoluce funkci f a g se da ozntit f *g
anazvat operétorovy soucin. Déle

L(f*g)=pLfLg, resp. L™(pLfLg)="f*g.
Soucin * spolu s lineérnimi operacemi nasobeni komplexnim ¢islem a s¢itanim vytvari
algebraickou strukturu (téleso). Na této diasledné algebraizaci se da elegantné vytvorit
operdtorovy pocet [23].

Laplaceova a Laplaceova-Carsonova transformace jsou priklady tzv. integranich
transformaci. DalSi transformaci, Fourierovu, zndme jednak z teorie Fourierovych rad a
technickych aplikaci ve frekvencni analyze vibraci, z teorie pravdépodobnosti a aplikaci
nahodnych procest [7,13,28]. Obecné integrani transformace funkce f se da zapsat ve
tvaru

If=FX) = ¢ K(t,x) f(t) dt,
G
kde G je obor integrace aK jejédro. Diraciv funkciond d [7] umoZziuje snadny piechod
k diskrétnim transformacim (diskrétni Fourierova transformace, Z—transformace).

Poznamka.
Laplaceovu transformaci popsal Laplace v roce 1812, ale davno pied nim (1737) ji pouzil jiZz L. Euler
k feSeni nekterych obycéejnych diferencidnich rovnic.

Zde lze citovat V. |. Arnolda [26]: Podobneé jako Amerika nenese jméno svého objevitele Kolumba,
rovnéz matematickeé vys edky témei nikdy nenesou jméno toho, kdo je objevil.
Arnoldiv princip: Nese-li néjaky pojem jméno osoby, pak to neni jméno jeho objevitele.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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ROZVOJDETERMINANTU PODLE PRVKU SLOUPCE (RADKU)
Laplaceova obecna véta o rozvoji determinantu se probira v zékladnim kurzu algebry
(napt. [30]). Z ni plyne toto speciani tvrzeni:
Promatici Aptypunxnal£i£nje

n L n .

det An = .él (—:|.)I+J aij det(Aij) = él (—:|.)I+J ajj det(Aij) ’

1= j=
kde matice Ajj je typu (n—1)x(n-1), které vznikne z matice A, vynechanim i-tého radku
aj-tého sloupce.

Objekt
Djj = (-1)"" det(Ay)

se nazyva minor nebo algebraicky doplnek prislusny prvku a;;. Pak

non
detAn=a a a;jDj.

=1 j=1
Pocitejme napi. determinant matice

& 2 3 4 5%

A_96 789 0.

“¢0 9 8 7 6+

65 4 3 2 17

© 121 2,

V EXCELu uloZme matici do pole (A1:E5). V né&jaké volné burice snadno vypocteme
D = DETERMINANT(A1:E5) = 1200.
Rozvinutim napi. podle 3 sloupce dostaneme

g 79 09 A 2 4 53
D=(-1)"*3det O 9 7 6:+(-1)*38det 0 9 7 6:
¢s 4 2 1= ¢5 4 2 1+
© 11 25 2 11 25
a 2 4 50 @A 2 4 5
F(C1)*38det 6 7 9 O+ (—1)*°3det 6 7 9 0
¢ 4 2 1+ 0 9 7 6+
&2 1 1 24 2 11 25
a 2 4 50
F(-1)™32det 6 7 9 O
0 9 7 6+
% 42 1y

Téchto pét matic 4x4 se snadno vytvori zkopirovanim pavodni matice 5x5, vySkrtnutim
3. doupce, kompaktifikaci pole do matice 5x4, pétinasobnym zkopirovanim a
postupnych mazanim 1. az 5. radku s posunem fadka do souvislych poli 4x4. Po
vypoctu 5 determinanti a dosazeni opét dostaneme
D = 3%(-520) — 8 (-=120) + 8x120 — 3x520 + 2x1200 = 1200.
Tak bychom mohli pokra¢ovat dal pres rozvoje obecné 5x4 determinanti matic 3x3,
resp. 5x4x3 determinantd matic 2x2.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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To jist¢ meélo vyznam pii ruénim pocitani nebo préci skapesni kalkulackou.
Kdybychom viak mgli pocitat determinant matice 20x20 pomoci determinanti matic
3x3, bylo by jich

20x19x...x5x4 = % » 4.055x10Y

— a takovy vypocet je nad lidské schopnosti. Musime proto byt vdécni lidskému
intelektu za existenci dnesnich pocitaci (PC), notebooki a software. Napt. v EXCELu
je pak negjpracnéjSi zapis matice a jednou instrukci dostaneme okamzité vysledek.

Pro ovéreni Laplaceova rozvoje determinantu muze slouzit napt. vypocet hodnoty

@ 1111 .. 1 18
g@2111 . 1 1]
o, 1311 .. 1 1+
Dn=detg 1 1 41 .. 1 1%
@1115 . 1 1
91111 . n-11]
1111 . 1 Ng
Ekvivalentnimi Upravami (od¢itanim tadki rg — re , K =1, ..., n=1 a pak scitdnim
ra&dkt rig + re, k=2, ..., n=1) dostaneme horni trojuhelnikovou matici (tj. matici se
vSemi prvky pod hlavni diagonalou rovnymi 0)
gl 1 1 11.. 1 1 d 1111.. 1 1%
€ 1.0 00.. 0 o ©1000.. 0 o0F
_,¢0-1 2 00.. 0 0+ ,¢O0200. 0 0=+
Dn=0eley 9.2 30.. 0o o-"%®o030.. 0 0%
€ 0 0-34. 0 o ©o0004.. 0 o0
Coov v e e e et G e e T
%0 0 0 00 ..n-2 0 00000 ..n2 07
8 0 0 00 .. 2nn1; & o0o0o0O0. 0 nI

Determinant trojuhelnikové matice je roven soucinu prvka na diagonde (rovnéz
dusledek Laplaceovarozvoje)
Dn = (n-1)!
Napi. Do = 19! = 121 645 100 408 832 000.
Podobné¢ se da napt. dokézat, Ze pro matice nxn s komplexnim c plati
a 1 1 .. 1 19

o1l 11 .11
detél 1 ¢ .. 1 1-=(c-l+n)(c=D)™, detgl © 1o 1 odr=(-gt
111 .. ¢ 15 ¢l 11 .1 1

€11 . 1 cg §111...c15
takZe tieba pro ¢ = 2 dostaneme v prvnim ptipads n + 1, v druhém (-1)™* atd. To Ize
snadno numericky ovétit v EXCELu.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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POTENCIAL
Silu pole chapeme jako vektor zavisly napoloze, F(r). Da se ¢asto vyjadiit jako zaporné
vzaty gradient skalarni funkce polohy U(r), potencidlu,

F(r) = —NU(r).
Zde r je polohovy vektor ve zvoleném soufadnicovém (referencnim) systému.
V obvyklém trojrozmarném prostoru (3D) je r = (x, y, 2)' (horni index T znai

transpozici) a operétor nabla N = ix%ﬁ iyﬁﬂ)ﬁ iz%, kde ix = (1, 0, 0)" je jednotkovy

vektor ve sméru osy Ox, atd. Potenciad (potencidni energie) U v bodé r vzhledem
k bodu rg je roven préci, nutné k premisténi z bodu ro do r v centrdnim silovém poli
silou F(r) po libovolné spojité kiivce C(ro, r) skoncovymi body ro, r, kde |ro| < |r|,
tedy
U(r)=U(ro)= - ¢o F(r).dr,
C(ro.r)
pricemz . znaci skalarni soucin, F(r).dr = Fy(r) dx + Fy(r) dy + F,(r) dz

Pocétek systému souradnic umistéme do tézZiste télesa o velké hmotnosti M. V bodé r vné télesa

pusobi najednotkovou hmotnost silaF(r) = -G MZ r , kde G je gravitatni konstanta. V bodé r je

re r
UN-Ut) = o cMld=cm ¢ _XIx+ydy+adz
C(ro,r) r2 r C(ro,r) (X2+y2+22)3/2
=GM [ (E+y+ D) dr Loé+yP+ A dy+ L ¢y + 2 g
C(ro.r)
=GM ) do@+y+A=GM d(%):_GM (%r;)
C(ro.r) C(rg.r) 0

Napt. potencidlni energie télesa o hmotnosti m vzhledem k Urovni na povrchu Zemé s poloméremr; je
u(h) =-omm(1- - 1) =-G|v|m(rz' & h) »mEM h = mgh,
z

r,+h 1, (r,+hyry r
piicemz g = % je gravitaéni zrychleni. Po dosazeni skute¢ng
Iz

GM 667410 1 (m*kg1s2) 5.974 10%* (kg)

9.8 m/s’.
r2 (6.373 10°)2(m?) 7

Méali potencidl tvar
_ 1_ 1
Urr)=A+B+ =A+B——— ,
() r 'x2+y2+22

skonstantami AaB, je
) _g 1 1 =g T 2y a2y V2 2B k(x4 y2 +22)92),

% ﬂ \C+y2+72 x

‘ITZﬂUS) _ % ‘ITl.:b((r) _ B%[—x(xz+y2+22)'3’2] -B [—(x2+y2+22)'3’2 + 32 0@ +y2+2) 2],
X

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE



30

MECHANIKA

Stelnym zpisobem vypoéteme
12U (2r) = B[-(@+y2+72) ¥2 + 32 (R +y2+2) 2.
Ty
12U gr) = B[-(C+y2+72) ¥2 + 32 i@+ +2) 2.
z
SCiténim poslednich tii rovnic dostaneme
2
1 Uér) N 12U(r) N T2U(r) _ B30 +y2+22) 32 + 3(@+y2+7) (@+y2+2) 52
X 1y? 12
=B [—3(x2+y2 +22)'3/2 +3 (C+y+A) ¥?]=0.

Rovnice

2 2 2

T[ U(r) + ﬂ U(r) + ﬂ U(r) :O

™ Ty 12°
se nazyva Laplaceova ajgji leva strana se strucngji zapisuje jako DU(r), kde

D=NN=TZ + 4

ﬂXZ ﬂyZ ﬂZZ

je Laplacetv operétor [31-35] (tento pojem zaved! J. C. MAXWELL 1873 ve své knize A Treatise on

Electricity and Magnetism (http:/jeff560.tri pod.comvl.html)).
V n-rozmérném euklidovském prostoru se soufadnicemi Xy, ..., X, j€

Goi L | ke 1P 4 1P
N_'lﬂx1+"'+'“ﬂxn’ D—N.N_ﬂx12 S
apro stejny tvar funkce
b b b
u(r):a+_ —a+ —a+
I M4, %n) X+ ..+ X2
ﬂu—(r):bi(Xf+---+Xﬁ)'1/2=—ka(Xf+...+Xﬁ)'3/2=—br‘3xk, k=1,...,n,
Tu) = T [ prox=b-rP+3r*rixZ] =bro[~1+3r 2],
xe T
ae
¢ i=0 n=3
Du(r)=b 33 —-1+3 _2X2 =b =S(_ .|_3l ro )
(r) rl?:l[ r= Xl r=(-n )%10 p 13

Funkce u spliiuje Laplaceovu rovnici pravé jen pro n = 3, tedy v R® (3D).
Pro n > 3 zkusime reSeni hledat ve tvaru

Un(r) =a+b—— —a+br™ =a+b(xZ +..+x3)%".
r
Protoze 17 = X je
1 X r

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Tun() —p—mr ™t —p@onr ™ X —p@-n)r"x,
ﬂXk ﬂxk r

2
TUn () = b 2 [ 2 X 417
Xy r

Dun(r) =b (2—n) [-nr ™24 x 2 + & " =b@-n)[-nr"+nr7=0.
k=1 k=1
je tedy feSenim Laplaceovy rovnicev R".

—n+2

Funkce un(r) =a+ br

V roving R? = (Oxyxo) spliiuje Laplaceovu rovnici funkce (b > 0)

ur)=a+In ﬁ =c—Inr

(logaritmicky potencidl). Jetotiz |r|=r = (xf +x5)"?, 1" = % pro k=1,2 adde
ﬂXk r

flur) — I dnn =t X

X Xk '

2 2

ﬂU(r) =_l(xkr—2):_r‘2+2r‘3x_k=—r‘2+2r_4x|f,
2 fxk '

2 2
Du(r) = (;01 (—I’_2+2I’_4x|%) =—2l’_2+2l’_4é XI% = 2r2+2r%2 0.
k=1 k=1

V nejjednodussim pripads v jedné dimenzi R' = (=¥, ¥) mé Laplaceovarovnice tvar
= &y =
Du(r) o2 u(r) =0.

Jgjim reSenim je linearni funkce u(r) = ar + b skonstantami a, b.

Uvedené piiklady ukazuji, Ze tvar reSeni Laplaceovy rovnice zavisi na dimenzi
prostoru. Také vyjadieni Laplaceova operatoru samozieimé zavisi na pouzitém systému
souradnic. Vzhledem k riznym typtim symetrie se napt. v roving ¢asto pouzivagji polarni
souradnice, v trojrozmérném prostoru cylindricky nebo sféricky systém souradnic.
Napt. v polarnich souradnicich r, f v roving R? méa Laplaceiiv operétor tvar

P o411
Mir? * r? ‘ﬂf2+ rqr’
v cylindrickychr, f, zv R®
190 L)+21 2 4
roqr (rﬂr)+ r2 qf2 * 122

Vyjédieni Laplaceova operéoru v obecnych kiivocarych soufadnicich v prostoru

libovolné dimenze |ze ngjit napi. v [31,33,34], ve 3D také v [32].

Hledgjme napft. feSeni Laplaceovy rovnice v polarnich soutadnicich, tedy pro n = 2. Zvolme je ve
tvaru se separovanymi proménnymi (Fourierovu metoda)
u(r, f) =R(r) F(f).
Po dosazeni

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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. 1 2 11 - d ey ld
Du(r, f) = 72 u(r, f) + 2 42 u(r, f) + u(r f)= RF+ R o2 sF+ . drRF 0.

Posledni rovnici vynasobime r?, vyd&lime R(r) F(f) 0 aupravime na

d* T ;_ - L1 e
(rO|r2 R+ - R) + o2 F= or [r ] t OIfZF =0.
Prvni stitanec zavisi jen nar, druhy jen naf aobastitanci jsou nezavislé funkce. Polozme je tedy = 0,
dprdR L =0a 1dr g
dr F g2 )

Zprvnirovnice(r>0,R1O)plyne [r R] 0,tj.r%R:A:consta%R:TA,tj.R:Alnr+B.

Z druhé rovnice (F * 0) plyne #F =0,tf. F =Cf +D, C,D = const.Znovu jsme tak dospeli
k logaritmickému potencidu R.
Poznamka. Funkce f, g definované na stejné mnozing jsou zavisé, je-li jejich Wronskian roven nule,

f — ([ N — 2f(_
‘f, =fg-fg) =-g’({5) =0

tj. % =c = congt, ¢ili f = cg. Slovy: jedna funkce je nasobkem druhé.

Laplaceova rovnice je parcidni diferencidni rovnice eliptického typu se stgjnymi
koeficienty [32-35]. Funkcim spliiujicim Laplaceovu rovnici se fika harmonické funkce.
Teorie téchto funkci je soucésti matematicke teorie potencidu.

Pozndmka. K Laplaceové rovnici

DU(r)=0
dospél uz L. Euler v hydrodynamice pii analyze potencidlového proudéni, ale Laplace ji zpracoval
dukladng i numericky.

Poznamka. Laplaceova Mécanique Céleste je v podstaté pievedeni Newtonova geometrického vykladu
mechaniky do formy zaloZené na analyze. Newton, védec vétici ve vSudypritomného Boha, piedpokladal,
Ze pro udrzZeni stability vesmiru jsou nutné periodické zasahy Boha. Napoleon pry Mécanique Céleste
opravdu procetl a pak se zeptal Laplacea, pro¢ v ni o Bohu neni ani zminka. Laplace odpovédél, Ze tato
speciani hypotéza nebyla nutna.

Napoleon, velmi pobaven, opakoval tuto odpovéd’ Lagrangeovi. Ten zvola: “Ah! c'est une belle
hypothese; ca expligue beaucoup de choses (Ach, to je pékna hypotéza, ta vysvétluje mnoho véci). “

Laplace uvazoval i o télesu stak velkou hmotnosti, Ze by jeho gravitace nedovolila
ani vyzarovani svétla, tedy o objektu, kterému se na navrh J. A. Wheelera (1911-2008)
zac¢ao fikat ¢ernd dira (black hole) [36,37]. Prvni predikci takového objektu jako
gravitacni singularity udélal Karl Schwarzschild (1873-1916) velmi brzy po publikaci
obecné teorie relativity koncem roku 1915 (http:/en.wikipedia.org/wiki/Karl_Schwarzschild ).

O existenci téchto objektn, které se diive povaZzovaly za ¢isté spekulativni, se dnes
uz nepochybuje a lze jimi vysvétlit pozorovatelné jevy [37-38]. Pojmy jako gravitacni
kolaps, gravita¢ni singularita atd. zdomécnély. Jedna obrovska cerna dira se jako

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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gravitaéni j&dro nachézi ve stiedu naSi galaxie. Tomu nasvédcuji drahy hvézd
obihgjicich kolem spolecného ohniska, v némz musi byt velmi hmotny objekt.

Obr. 9 — Smulovany pohled na ¢ernou diru pred Velkym Magellanovym mrakem (nejjasnéjsi galaxii
viditelnou z nasi galaxie). Prevzato z[36].

Laplace také vyslovil domnénku, Ze nékteré soustavy hvézd pozorované teleskopy
asi nejsou soucasti MIécné drahy a jsou samostatnymi galaxiemi. Tak o 100 let drive
predvidal nejvétsSi objev Edwina Hubblea (1889-1953) — existenci jinych galaxii.
Hvézdy v mlihovinéch se vyznatuji rudym posuvem ve svém spektru zareni. Frekvencni
posuv svétla zavisi podle Dopplerova principu [40] na relativni rychlosti zdroje
vzhledem k pozorovateli. Taroste linearn¢ se vzdalenosti hvézd [41].

LAPLACEUV DEMON

Laplace polozil zéklady teorie pravdépodobnosti dusledné zaloZzené na agebie a
matematické analyze a vzdy s velmi dobie uvédomoval nahodnost v udélostech
redného svéta. Navzdory jeho presvédéeni se jakoby naschvd spojuje sjeho jménem
striktni determinismus: kdyby existovala bytost nebo zatrizeni (démon) s tak ohromnymi
schopnostmi, Ze by v dany okamZik byla schopna obsdhnout piesné polohy a rychlosti
vdech hmotnych ¢astic, pak by tato bytost nebo zarizeni mohla na zakladé rovnic

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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mechaniky predpovédét polohy a rychlosti vech téchto ¢éstic v kterémkoli budoucim
(nebo minulém) okamziku. Tim by zmizela neurcitost a déje redlného svéta by se staly
pIné deterministické. Svét by pak bézel jako piesny vesmirny stroj (viz také [2, 3, 42]).

To, Ze vydledky ne¢kterych piirodnich déji jsou predvidatelné jen sngjakou
pravdépodobnosti, ukazuje kvantova mechanika nebo turbulence. V matematice se jako
modely chaoti¢nosti objevily podivné atraktory. O stochasti¢nosti, chaosu a podivnych
atraktorech |ze ngjit spoustu informaci ailustraci nainternetu. Treba[43].

RYCHLOST SIRENI ZVUKU

Prvni matematické pojednani o zvuku napsal 1. Newton ve svych Philosophiae naturalis
principia mathematica (1687) [19]. Odvozeni rychlosti zvukovych vin v tekuting, tedy
z Eulerovy rovnice [4, 31], lze ngit v [31, str. 440]. Newton urcité¢ vychazel
Z jednodussi predstavy. Rovinna vina Sitici se podél kladného sméru osy Ox znamena
zhusténi a ziedéni molekul plynu v objemoveé jednotce (obr. 9). Takovy d¢j miZe nastat
jen pii kladné hustoté plynu. Je tedy zigimé, Ze ve vakuu se zvuk Sifit nemize.

a—
0l \/ x

Obr. 10 — Sireni tlakové viny ve vzduchu.

Ap. Ap

Rychlost Siteni podélnych vin, tedy i zvuku, ve hmotném kontinuu je [44]

K+4G/3
=, |——mm,
\/ r

kde K je objemovy modul a G je smykovy modul. Rychlost Siteni pii¢nych vin je
G
Cr= _|—.
r
Rozdilnost rychlosti podélnych a pri¢nych (smykovych) vin je napt. znama z geologie a
seismologie. V tekutinach je G = 0, proto rychlost Sifeni zvuku vychézi

kde objemovy modul K = -V T je zména tlaku nutna k malé relativni redukci

objemu.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Newton predpokladal, Ze kmity vzduchu pii Sifeni zvuku jsou izotermické, kdy pro
kazdou pevhou hmotnost vzduchu plati Boyluv zakon, pV = poVo. Pak p = poVo/V a

Tp = _po_\/ol Pri malych zménach objemu je Vo » 1, takze
K==V po—\/g » Po.

V plynech je tedy objemovy modul roven tlaku. Na zemském povrchu je v disledku
gravitace tlak vzduchu priblizng po » 100 kPa= 10° Paahustotar o » 1.2 kgm™. Pak

5
c= B» &»1£»289m/s.
r ro 1.2

Tato hodnota ¢ je vSak prili§ nizka ve srovnani z empirickou. Euler a Lagrange se
pokouseli tuto nesrovnal ost odstranit, ale neuspéli.

Teprve Laplace si uvédomil, mozna diky svému Gsili o chapani podstaty piirodnich
déja a tésné spolupréci sfyziky i chemiky, Ze kmity vzduchu pii Siteni zvuku jsou tak
rychlé, Ze se lokdlni zmeény teploty pii tlakovych kmitech nestihgji vyrovnévat s okolim.
Akustické kmity jsou tedy adiabatické a popsané vztahem [44-46]

pV< = poVio',
kde k se nazyva adiabaticky index nebo Poissonova adiabaticka konstanta [31]. Pro
jednoatomové plyny je k = 5/3, pro vzduch a dvouatomové plyny je k = 7/5 = 1.4. Pak

K==V Tp =—V i(povokv*) =—V poVo* %(v*) =k poVo V¥ » k po

W v
c= kE » k& .
\ T \/ ro
10°

U dvouatomového plynu je ¢ » 1/1.4E » 341.6 m/s atato hodnota odpovida rychlosti

Siteni zvuku ve vzduchu — smési dvouatomovych plyna.
Vypocet ¢ |ze pievést namol plynu [44,45]

c= /kﬁT ,
Mm

kde Ry, = 8.314 472 J/(K moal) je univerzani plynova konstanta, T absolutni teplota (K),
My je hmotnost molu plynu vkg. Pro vzduch jako smés plyni vychézi
M = 0.0289 645 kg/mol. PoloZzime-li R = RyMy, dostaneme R = 287.057 K,
Podobné Rysk = Ry/0.028 = 296.95 K™, Rysik = R/0.032 = 259.83K™, Ryik =
R./0.002 = 4 157.24 K™, arychlosti zvuku pi 25 °C = 298 K jsou

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Curduch » /14" 287.057[J/(Kkg)]~ 298[K] » 346 mV/s,

Causk » V14" 296.95 298 » 352 m/s,
Cosik » 4147 259.93" 298 » 329 mV/s.

Cwdik » /1.4~ 4157.24" 298 » 1317 m/s.

ProtoZe pro redné plyny stavova rovnice plati jen piiblizng¢, mohou byt uvedené
vzorce a rychlosti také jen priblizné. V meteorologii hrge dulezitou roli relativni
vlhkost atmosféry, ve vzduchu byvaji témer vzdy molekuly vody. Obecné plyny pfi
nizkych teplotéch kapalni a tuhnou, pak ovsem je rychlost Siteni podénych vin v nich
vyjédienajinymi vzorci.

Napi. u vody je r » 1000 kg/m® a voda se povaZuje za prakticky nestlatitelnou. Rychlost zvuku ve
vode je vSak konecnd, ¢ » 1500 m/s (poprvé ji zmetili Daniel Colladon a Charles Sturm v roce 1826 na
Zenevském jezere), proto i objemovy modul vody jesice velky, K =r ¢ » 2.2 GPa, ale je konesny.

Leonardo da Vinci s jiZ r. 1490 poznamenal: “Kdyz zastavite svou lod’ a jeden konec dlouhé trubky
ponoiite do vody a druhy s déte k uchu, uslysite lodi plujici ve velké vzddenosti od véas.“ Leonarda
bychom tedy méli poklédat za predchtidce hydroakustiky [47]. Skutecné po ném zastal soubor poznamek
natéma O pohybu a méieni vody” [48] .

Obr. 11 — Letadlo F/A-18 letici nadzvukovou rychlosti. Bila sféricka clona je tvorena kondenzovanymi
kapickami vody vzniklymi nahlym poklesem tlaku a teploty za ¢elem razové viny u letadla [44,45] .

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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LAPLACEOVA ROVNICE PRO MEMBRANY, KAPILARITA

Vnitini pretlak v tlakové nadobé vyvolava v jgi sténé napéti. Je-li tloustka stény
vzhledem velikosti nddoby mald, miazeme sténu redukovat na plochu. Jak se dokazuje
v diferenciani geometrii, kifivost elementu plochy nabyva maxima a minima ve
vzgjemné kolmych smérech. To jsou sméry hlavnich napéti ve sténé (obr. 12).

Obr. 12 — Plosny element membrany (plochy) zatizené pretlakem p.

Pro maximani zjednoduSeni uvazujme nejprve napéti s, Vv kruhovém véci
(tenkosténné hadici) o poloméru r, kolmé na povrchové piimky (obr. 13). Sila, ktera
pasobi na rovinu prochazejici osou véce je rovna pramétu tlaku do této roviny. Uhel
mezi normdou N a normédou vacové plochy n ozname a. SloZzka tlakové sily ve
sméru N pisobici naelement plochy délky DL je (obr. 13)

p/2 p/2 p/2
Fv=9 pn.NdA=p ¢ cosaDLryda=pDLr, ¢ cosada=pLr,sina =2pDLr,
A -p/2 -p/2 -p/2

Jgjim délenim celkovou délkou naméhaného priiezu dostaneme merididnové napéti
_ Fn _ 2pDLry,

P TR T> T

Jeho rozmer je[s] = [prm] = Nm™?m = Nm™, nebot’ tloudtku stény neuvaZujeme.

Sm

Obr. 13 —Cylindricka membrana (plocha) zatizena pietlakem p a jeji plodny element.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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U reguléarni plochy [12] (hladké plochy bez hrota a zlomu) Ize plosny element
Vv jgjim bodé aproximovat dvéma ploSnymi elementy vzgemné kolmych oskulacnich
vacovych ploch, jgichz poloméry ri, r, jsou rovny pievracenym hodnotdm hlavnich
kiivosti v tomto bodé. Tém odpovida rozklad tlaku na prispévky napéti v obou hlavnich
smérech plochy, p = p; + p2. Plati tedy
Laplaceova rovnice

p=>1 432

n 2

Laplaceova rovnice nasla uplatnéni negjen ve vypoctech vyloZzen¢ tenkosténnych
objekti, ale vychazely z ni napt. také prvni seriozni vypocty pevnosti pneumatik.

U kulové plochy jsou oba poloméry kiivosti stejné, r; =r, =r, proto plati
p:2§.
r

Téo redukované varianty se pouziva napi. v mediciné pifi Uvahach o naméhéani
myokardu (s = pr/2, piicemz s respektovanim tloustky stény h je s = pr/(2h), rozmer
Pa) nebo valcové varianty s = pr, resp. s = pr/h u stén tepen, vldsecnic atd.

Laplace ji pouzil pii analyze povrchového napéti kapalin. Cely Zivot veéril
v korpuskularni stavbu hmoty i svétla a vinovou teorii svétla neuznaval. Vzaemné
pritahovani molekul ¢i atomi kapalin koheznimi silami se navenek jevi jako pasobeni
vngjsiho tlaku, ktery nuti kapalinu zaujmout minimalni objem. Volné kapky vody by
proto mély kulovy tvar (kapicky rosy na travé nebo pavucinéch, krésné snimky [49]),
kdyby na né¢ nepuasobily vn¢jsi sily (tize, odpor prostiedi pti pohybu). Se sférickym
tvarem kapek rtuti se setkal kazdy, kdo rozbil rtutovy teplomér nebo rozlil rtut’.

V kapaling je hydrostaticky tlak v gravitaénim poli Zemé p = rgh, kder je hustota
kapaliny, g je gravitatni zrychleni a h je vyska vodniho sloupce (hloubka pod hladinou).
U sklen¢éné trubice s vnitinim pramérem d = 2r naplnéné vodou s povrchovym napétim
s = 0.072 N/m pti 25 °C [50-53] a uhlem smé&geni g » 0° mezi
tecnou k meridianu povrchu v bodé kontaktu se sténou a
gravitaénim zrychlenim g (obr. 14), dostaneme r gh = 4 s/d, tj.

zdvih ¢i pokles hladiny (elevaci ¢i depresi)
|
J

_4scosql 47 72°10°°11

h » 2.9388x10—71 .
d d

rg d 10°° 9.8
Prod=1mm=10"mjetedy h = 2.9388x10™*m » 0.3mm,
ale prod = 0.01 mm = 108 m je h » 2.9388x10 m » 29 m.
Kapildry s primérem tadu nanometrtt (1 nm=10° m) mezi
buiikami ve struktuie stromu piivadéji vodu z korena do vysky vétvi desitek az stovek
metra (sekvoje). Kapilarni transport vody poréznimi materidly, jako jsou cihly nebo
omitka, maZe naopak puasobit velké nepiijemnosti.

8}
voda rtut’

Obr. 14 — Uhdl smaceni.
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NEBESKA MECHANIKA
Laplaceovy préce z nebeské mechaniky napsané béhem prakticky celého Zivota tvori
monumentélni nékolikasvazkoveé dilo Mécanique céleste. Prvni 2 svazky vysly 1799,
paty svazek ve tiech ¢astech 1823-1825. Francouzské verze méla 5 svazki. Laplaceova
Mécanigue se vyznamem fadi hned za Newtonova Principia.

Anglicky preklad vy3dl ve 4 svazcich v Bostonu 1829. Zde je reprodukce titulni

stranky:

MECANIQUE CELESTE.

BY THE

MARQUIS DE LA PLACE,

FECR OF FRANCE . GRAEL CROSE OF THE LESioy OF Hokdh | MEMpin 0F TIE FILESCR SCADEWY, OF THE &4 sirEsi
OF SEIEAEES iF FaMIE, OF THO BOALE OF LUSEITUBE OF FRAME, 5F THL R6TAL SGCIETIES oF
LANPON ANl GETTINEES, OF THE ACADERIEY OF SOIFRCES OF ROMIL, DENHARE,
SWETHES, FEOANL, MOLLASD, AT ITALV, NENEER oF THE
AUERIAF ACABENT oF akis arp pdiisdEn § E7C

TRANELATED, WITH A COMMENTAEY,
BY

NATHANIEL BOWDITCH, LL.D.

FELLOW OF TIE BOTAL BoSERTIRS oF RodBan, BOINRUREN, AND PURLIE | oF TEE PHILOMFHICIL SOCIETT URELS
AT rEILADRETHLA ] OF THE ANERICAN ACATVESH Y OF ARTE AND MINECEY | ETC.

VOLUME I.

BOBTOXN:
FEOM THE FRESS OF 1Si3C E. BUTTS §
MILLIARD, GRAY, LITTLE, AND WILEINS FUDLIANFRE
MDUCC XXX
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NEBESKA MECHANIKA
P. S. markyz de Laplace

Knihal. O obecnych z&dkonech rovnovahy a pohybu.

v

Kniha2. O zakonu v3eobecné gravitace a pohybech tézist’ nebeskych téles.
Kniha3. O tvarech nebeskych téles.
Kniha4. O oscilacich mote a atmosféry.
Kniha5. O pohybech nebeskych téles kolem jejich viastnich tézigt.
Kniha6. Teorie pohybu planet.
Kniha7. Teorie Mésice. Dodatek prezentovany autorem u Komise pro délky, 17. 8. 1808.
Kniha8. Teorie satelita Jupitera, Saturnu a Uranu.
Kniha9. Teorie komet.
Kniha10. O nékolikatématech v systému svéta. Doplnék: O kapiléarnich jevech a
dopIn&k k teorii kapilarnich jevi.

Nemam tolik pile ani ¢asu, které by bylo nutné vénovat pétrani po Laplaceovych
pracich ajgjich studiu. Uvadim jen —s omluvou arizikem omylu — vlastni jednoduchy a
laicky pristup k vypoctam tvari a pohybia kosmickych téles s aplikaci jedné numerické
metody.

MERIDIAN POVRCHU ROTUJICI KAPALINY

Zakladni vlastnosti kapalin je, Ze jeich povrch vrovnovéze je vZzdycky kolmy
k vydlednici ptsobicich sil. Napt. na Zemi je volny povrch vody v Kklidu kolmy
k tihovému zrychleni.

Kapalina v rotujici nddobé na povrchu Zeme
Predpokladame, Ze tihové zrychleni je konstantni a oznacime je jednoduSe g. Odstiedivé
zrychleni je w?r, kder je vzddenost bodu hladiny od osy rotace. Rez kapalinou rotujici
\)(D v dusledku tieba jen nepatrné viskozity
zaroven svalcovou nadobou znédzoriuje
obr. 15.

Normda n ma opany smér nez
soucet tihoveho a odstiedivého zrychleni

a=g+whr.

Tecna t k meridianu hladiny z(r) svira
shorizontdni rovinou (s osou Or) stejny
Uhel a jako normda n sosou rotace z
Smérnicetecny t je rovna derivaci

2
iz(r) =tana = W—r.
dr

Obr. 15 — Hladina rotujici kapaliny.

ReSenim této rovnice je parabola

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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z(r) = z(0) + W—zr2 .
29

Rovnovézna hladina rotujici kapaliny vytvéri tedy rotacni paraboloid. Jak znamo,
tato kvadraticka plocha soustieduje svazek odraZzenych svételnych paprskai,
rovnobéznych sosou rotace, do ohniska. Tuhnuti rotujici taveniny skla nebo kovi Ize
Vv principu vyuZit k vyrobé parabolickych zrcadel, napt. pro Newtonovy dalekohledy.

Model rotujiciho tvarného telesa.
Uvazujme rotujici objekt slozeny z volné pohyblivych ¢éstic, na ktery pasobi tak malé
vngjsi sily, Ze je lze zanedbat. Jedina sila, ktera drzi objekt pohromadg, je gravitace. Jak
to schematicky naznacuje obr. 16, odstredivé zrychleni G¢inek gravitace zeslabuje.
® Predpokladejme, Ze objekt tvori
- n homogenni nestlacitelna kapalina a Ze
t gravitace pusobi na povrchu jednoduse
b b . O tak, jakoby celkova hmotnost M byla
soustiedénayv tezisti (0, 0).
Gravitacni  zrychleni  hmotného
elementu v bodg (r, 2) povrchu pak je
___GM 1 a8
% r2+2z2 2442 gzé
__ GM a0
(r2+22)2 2o
kde G = 6.673x10™ kg's’m® je
gravitacni konstanta
Vektor odstiedivého zrychleni je

a0
] ac =W ¢+,
Obr. 16 — Meridian rotujiciho tvarného objektu.
Stejnou Uvahou jako v pripadé kapaliny ve vaci lze zobr. 16 odvodit, Ze za

uvedenych piedpokladi je Uhel a mezi te¢nhou k meridianu povrchu z(r) a osou Or roven
ahlu, ktery svira vektor vysledného zrychleni a se smérem osy 0z. Pak vektor zrychleni

- GM 5
%—3I’ +W2r2

¢ 3 .
a:ag+aczg(r2+_226)'2vI N
?é (r2+22)%

Dale tedy

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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o

¢ M

a § 2 2,2 - 2 3 .
iz(r):tana: SR ey o - W (r2+z%)2- 17— (R)
dr a, - GM gGM a2
3Z
2 +7%)2

Prava strana této diferencidni rovnice je nelinearni funkci r a z Nevim, zda se
rovnice da eSit analyticky substitucemi a elementérnimi Upravami. V kazdém piipadé

sev3ak daresit numericky. Vydedky ukéZzeme na nékolika prikladech.

Uvazujme Zemi jako homogenni tekuté téleso rotujici kolem osy prochézgjici poly. Zemé jako

kosmicky objekt stadiem plasticity kdysi davno asi proda. Vezméme
hmotnost Zemé M » 5.9736x10% kg [54],

dobu otacky T » 23"56"4.1°=86164.1 s, tedy w» 22 » 7.202115x105 5.

ReSeni rovnice (R) stémito parametry (v DELPHI, Fehlbergova metoda [13]) s po¢étedni podminkou
Z(0) = 6356.75 km a krokem h = 0.025 km je znazornéno na obr. 17. Polomér rovniku vypocéteny

feSenimrovnice z(r) =0 jer, =6 367.93 km.

7000

6000 T

—(R)
— El

5000

Z, km
4000

3000

2000

1000

r, km

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Obr. 17 — ReZeni rovnice (R) pro parametry Zemé a elipsa Ell shlavni poloosou rovnou polomeéru

rovniku a vedlgjSi poloosou rovnou poloviné vzdalenosti péli z(0) = 6356.75 km.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Je vidét, Ze relativni rozdily mezi kiivkou z(r), kruznici o poloméru b = z(0), elipsou shlavni
poloosou a = 6378.1 km rovnou poloméru rovniku a vedl€jSi poloosou z(0), a kruznici o poloméru a jsou
6 356.75
6367.93

Model homogenni kapaliny tedy vystihuje jen méalo pies 50% zplosténi Zemg. Rizné internetové
strénky, napt. [55], ukazuji, Ze detailni tvar Zemé je hodné nepravidelny. Pricin je mnoho: nehomogenita
Zemg, koncentrace hmoty s vySSi hustotou ve stiedu Zemé vlivem gravitace, tepelné proudéni tekuté faze
nitra, nerovnomeérnost deformaci pii tuhnuti tekuté faze, apod. Udavané gravitacni zrychleni na pélech,
gr = 9.8322ms?, a narovniku, g. = g + Wa = 9.8144 ms™, (obr. 16) vede k jedté men&mu odhadu
zplogeni Zems: 1 — (gd/g,)"? = 0.0009056!

velmi malé. Udavané zplosteni Zemg, 1 — % = 0.00335, je vétsi nez vypoctené, 1 — » 0.00176.

Obr. 18 — Nepravidelny tvar Zemé podle
dat zdruZic projekiu GRACE
[55] ve zveliceném zobrazeni.

Z tabulky pramérnych hustot planet Planeta Hustota, kg/m® Doba otacky, s
vpravo (odkazy [52, 54-64]) je zigmé, ze Merkur 5427 5067 075
Zemé ma ze v3ech planet ngjvysSi hustotu. Venuse 5204 20996 928

Relace (R) vyjadiuje fakt, Ze odchylka Zeme 5515 86 164
od sférického tvaru Mars 3934 88 643

srostouci hmotnosti télesa M Jupiter 1326 35730
klesAa Saturn 687 37 955
se ¢tvercem W Ghlové rychlosti Uran 1270 62 064
rotace roste. Neptun 1638 57 996

Zplo&eéni Merkuru aVenuse je zanedbatel né, naproti tomu zplosténi Jupitera a Saturnu je uz zietelné.

U Merkuru [56] dava feSeni (R) vypocétené skrokem h = 0.005km pro polérni rédius z(0) =
2 439.7 km jako pocatesni podminku, polomgr rovniku re = Z%(0) = 2 439.74 km a zplo&téni 0.0000164.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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U Jupitera [60] je M = 1.8986x10% kg, w = 2p/35 730 = 1.773408%x10* s™. ReSenim rovnice (R)
s po¢atecni podminkou z(0) = 66 854 km a krokem h = 0.5 km jsme dostali polomér rovniku kapalného
modelu r, = 69 658 km a zplosténi 1 — 66 854/69 658.5 = 0.04026, coz je 62 % uvadéného zplosteni
0.06487. U Saturnu [61] je polarni polomér z(0) = 54 364 km a polomér rovniku vypoéteny s krokem
h = 0.1 km je r, = Z%(0) = 58547 km (obr. 19). Uvadéné zplodeni Saturnu je 0.09796, zplodteni
vypoétené pomoci modelu homogenni kapaliny je 0.07145, tj. 73 % empirického.

A S A%

SATURN r km

r =-1E-05z 2+ 2E-13z + 58 547

Q0 OOV

Q0 OLY

T T O 40U T T

-3000 -2 000 -1 000 0 1000 2000 3000
Z, km

Obr. 19 — Odhad polomeru rovniku r Saturnu regresni parabolou pro nekolik bodi (r;, z) 7eSeni (R).

Vliv hustoty natvar tekutého objektu pii pevné thlové rychlosti.

6000

oM

s M/2
5000

4000
Z, km
3000

2000 -

1000 -

0 T T T T T T a
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

r, km

Obr. 20 — Vliv hustoty homogennihobjektu (M = 6.0x10%* kg, klidovy rédius r(0) = 6 000 km, pevny objem
V = 4p/3xr3(0) » 9.04779x10™ km®) na tvar meridianu pri pevné rychlosti rotace (T = 14 400 s=4 h).

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Vliv rychlosti rotace na tvar tekutého objektu p¥i zachovani hustoty.

6 000

5000

4000 -

z, km

3000 -

2000

1000 -

3000 4000 5000 6 000 7000

r,km

0 1000 2000

Obr. 21 — Vliv Uhlové rychlosti (doby otacky T) na tvar meridianu pri stejné celkové hustoté objektu
(M = 6.0x10%* kg, V = 9.0477868x10™ km?, klidovy radius 6 000 km) .

Elipsa se stiedem v poéétku (0, 0) apoloosami a, b je v prvnim kvadrantu vyjadiena rovnici

Z(r) =b y1- r?/a2,

jiZ odpovida diferenciani rovnice

@0 1
eag z(r)

9oy =z)=—L2_ @ro-. ©
dr a‘ g

| 8
8.2
TajeodliSndod rovnice (R).
Na rotaénim elipsoidu vytvoieném rotaci elipsy (x/a)®> + (y/b)> = 1, b < a, kolem jeji svislé osy
podminky rovnovahy, tj.
1. gravitatni zrychleni miti do sttedu (O, 0),
2. odstredivé zrychleni pii Ghlové rychlosti rotace wje whr,
generuji jiny Uhel a nez vztah (E).
Ze soucasné platnosti (R) a (E) plyne totiZ spor. Odectenim (R) — (E) dostdvame
we (r? +z2)% _1+ 0% g
GM a?
Jednoduchymi Upravami odtud dostaneme

2

, 2 ~3
rP+2=S8 b QGMH =const = R,

azawzg

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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tedy kruZnici o poloméru R= R(% L W) = Sgi_ b?8GM _ Pak by ovéem bylo a= b addeR=0.
2=+ VV2
ag

Priklad. Neshodu uvedenych predpokladt u rota¢niho elipsoidu opsaného télesu z obr. 21 pri dobé otacky
T =3 hilustruje rozdil ahlt a u zrychleni atecen naelipse (obr. 21) s poloosami a = 6 210.09, b = 6 000,

_ d d
Da = arctan Ezdlipt(r) —arctan Ezﬂychl (r):

0.07

0.06 "ooe
I.”' \
0.05 |

Da, rad. 0"."..“ *\o
0.04 - A“,"“”

*
0.03 "“"‘. 5
0.02 | .

R

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
r, km

Obr. 22. — Rozdil uhlu smérnice tecny k elipse opsané meridianu télesa zobr. 21 pro T = 3 h a Uhlu mez
prislusnym zrychlenim a osou rotace.

Pozndmka. Je jasné, ze nesoulad mezi piedpokladanou pravidelnosti a realitou je znepokojujici. Snaha o
matematicky popis odchylek od kulového tvaru, jako na obr. 18, moZzna vedla Laplacea k zavedeni
sférickych funkci. Informace o nich obsahuje kniha[32], ilustrace jsou napt. v odkazech [65, 66].

Pozndmka. Obr. 21 ukazuje, jak se srostouci Uhlovou rychlosti w zvétsuje rovnovazny polomér rovniku

1/3
re. Kdyz w vzroste tak, Ze r, by prekrocil kritickou mez R, = (ﬂ) , hmota na rovniku se odtrhne.

W2

Celkova hmotnost M se zmensi a také kritickd mez R, se redukuje. Tak by destrukce télesa pokracovaa
do nastoleni nové rovnovéhy. Pro dobu ot&ky T = 2h = 7200s je w = 0.0008726646 s™,
Ry » 8.070 973x10° m » 8 071 km a vypogteny polomgr rovniku je ro » 6 614.933 km. Pro T=15h =
5400 sjew=0.00116355 s, R, » 6.662 441x10° m » 6 662 km ato je jen nepatrnd v&tsi polomar nez r,
pro T = 2 h. V tomto piipadé numerické ieSeni rovnice (R) selhavé, nebot’ nastupuje katastroficky scénér
odtrhdvéni hmoty na rovniku. Pri¢inou ndhlého zvySeni Uhlové rychlosti sledovaného télesa miaze byt
napt. dopad vngjsiho télesa s velkou hybnosti ve sméru blizkém lokani rychlosti rotace povrchu.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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OBIHANi KOLEM DOMINANTNIHO OBJEKTU (CENTRALNI GRAVITACNI POLE)
Zvolme hmotnost dominantniho a tedy nepohyblivého objektu M = 2000 n¢jakych
nasobka kg a umistéme jeho téziste do pocédtku O souradného systému Oxy. Hmotnost
pritahovaného objektu (0) volme m = 1 stgjnych nasobkia kg a “gravitacni* konstantu
napk. G = 10 (misto skutecné G = 6.673x10 ! kg™ m>s™). Vdiciny pogitané za tschto
piedpokladi budeme dale uvadét jen jako cida, bez fyzikaniho rozméru. “ Gravitacni®
zrychleni objektu (o) je

kder = ?9 = (x, y)" je polohovy vektor (0).
177

Predchozi rovnice vyjadiuje zékon reciprokého ¢tverce vzddenosti (u statického
elektrického nebo magnetického pole se mu tika Coulombiv zakon [67]). Hmotnosti m
aM zhruba odpovidaji poméru hmotnosti elektronu a protonu v atomu vodiku.

Pro numerické feSeni pirepiSeme pohybovou rovnici

d2 _ GM
a2’ T3
;
do tvaru soustavy 4 diferencidnich rovnic 1. f&du
L3 =X,

Lxo=—GM (x{ + x5) 2,
dy. — Sl

Lx=-GM (X + x5) ¥ xa.

Zadame-li polohu objektu (0) v urcitém okamzZiku (pocéatecni podminka), tieba
X(0) = Xo, jepro ¢ast > 01 prot < 0 jednoznatné zadan pohyb (0) v budoucnosti i
v minulosti (véta o existenci a jednoznacnosti feSeni vektorové diferencidni rovnice,
napi. [12]). Priklad numerického feSeni ukazuje obr. 23 (G = 103, M = 2000).

o)
»

X2(0) =-0.5
0.5 <+ i
04 /:
X /

S 03 /
0.2 J/ /
01 // __/

0( / ‘
-0.2 D 02 0.4 0.6 0.8 X1 1 12

01

Obr. 23 — Numerické /eSeni systému (S1) s pocatecni podminkou X, = (1, -0.5, 0.5, 0)" (cca 13.5 obehii) .

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Pohyb zatal v bodg (X0, Xa0) = (1, 0.5) pocétesni rychlosti v = (Xa0, X40)' = (-0.5, 0)",
integracni krok byl h = 0.00005, ob¢Zna doba T » 2.072 ¢asovych jednotek. Po 62 000
krocich zpracovanych Fehlbergovou metodou [13] se posledni hodnoty vzaly jako
pocatecni hodnoty nového vypoctu. To se 9x opakovalo. Pro grafické zobrazeni
trajektorie v EXCELU se zaznamenala jen kaZzda 20. dvojice (Xi, Xsi). Tento priklad
ukazuje, Ze pii dostatecné piesném vypocétu (malém kroku) se trgjektorie da postupné
prodiuZzovat. Omezené zobrazeni ¢isel v pocitai a konecny integracni krok by ae
0.0005 v celkové velkém poctu se zietelné projevuje jen v “afelu”. DalSi volba, h =
0.001, uz ale trajektorii deformuje velmi vyrazné a meni ji ve spirdu (obr. 24). Pritom
divodem neni nic nez chyba pocitani. Proto pred vyvozovanim néjakych zavéra je
nutna velk& opatrnost, ovérovani presnosti a analyza vysledka.

o)
»

o)
o

X3

40.0005

o
D

o)
N

0.1 1

h=0.001
-0.2 010

O
\°n

X1

1
Ea

Obr. 24 — Nazornd ilustrace nedostatecné mal ého integracniho kroku p/i numerickém 7eSeni stejné ulohy
jako na abr. 23.

Moderni software, napt. DELPHI, umoziuje snadno pracovat s velkymi poli, resp.
uklédat tieba do textového souboru jen kazdy k-ty vysledek integrace (napi. k = 20) pro
pienos do EXCELU a grafické znazornéni. Zvladnuti numerického feSeni soustavy (S1)
piindSi samozigmé bohaté moznosti experimentovani prostiednictvim pocétecnich
podminek.

Zacnéme kruhovou trgjektorii. Ta je definovana rovnosti gravita¢niho zrychleni a
odstredivého zrychleni. Oznagime-li polomér kruhové dréhy a, ma platit

GM _ a
a’ ’
tedy translacni rychlost
GM
Va = Wa = - .
a

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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Naprt. proa = 0.3 (M = 2000, G = 0.001) dostaneme v, = /2/0.3 = 2.5819888...
Trajektorie pro pocéecni podminky

o @ 0 ¢ 250 @l ¢
Xpo=¢0+=¢ 0 4 Xeo=¢ 1y, xgp=¢0+
ca+ ¢ 03 ~ ¢0.5+ ¢0.5+
&,y &2.5819888..5 %0.54 %0.54

tj. kruhova draha (a = 0.3) adve diptické dréhy jsou zakresleny naobr. 25.

Obr. 25 — Trajektorie télesa hmotnosti m = 1, které obiha téleso s hmotnosti M = 2000 umisténé v pocatku
(0, 0). Pocatecni podminky jsou x(0) = x,, k=1, 2, 3.

Z uvedenych obrézku vidime, Ze trgjektorie periodickych obéha kolem centrdniho
objektu v bod¢ (O, 0) jsou elipsy, jak fika 1. Keplerav z&kon. Doby ob¢hu jsou dany
priblizné poctem dvacetinasobktt h = 0.00005 potiebnych k opétovnému dosazeni
vychozi polohy xx, kde k =1, 2, 3, tj. Ty » 0.73, T, » 1.348, Tz » 2.07 . Pramgr
kruhové dréhy je 2a; = 0.6, délku hlavnich os (primér) jsme prosté odmeéfili pravitkem
na obr. 25 a prepocetli: 2a, » 0.9056, 2az » 1.211. Pro ovéieni 3. Keplerova zékona
sestavime rozdily tietich mocnin podilt poloos a ¢étverci podila obéznych dob:

(aa)® — (TA/T)?=0.028, (aga)®—(To/T1)?=0.183, (aga)® —(To/T2)? = 0.034.
Relativni rozdily v procentech
Do = [(aofan)*/(T2/T1)? — 1] x100 = 0.824,
Da1 = [(ag/an)*/(T4/T1)? — 1] x100 = 2.280,
Da, = [(ag/an)*/(T4/T)? — 1] x100 = 1.444,
nepiekracuji tedy 2.5%. Presn¢jSim stanovenim parametri drah a period obéhu
(vypoctem) by se samozigimé relativni rozdily daly libovolné zmensit.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Proménnou rychlost trandaéniho pohybu po elipse, vyjadienou délkou oblouku za
stejny ¢as, vyjadienou 2. Keplerovym zakonem (o konstantni plosné rychlosti) predvédi
obr. 26.

o
@

« (-0.5,0.5)
X3 ® 2000 krok

for)
>»

D
'S

o g
N

0-4
\> o

Obr. 26 — Oblouky opsané za stejny ¢as na elipse, zadané pocatecni podminkou x(0) = (1, 0.5, 0.5, 0.5)".

Pro zjednoduSeni je vyhodné elipsu s nenulovou excentricitou pootocit tak, aby jegi
hlavni osa splyvaa sosou Ox. Symetrie umoznuje najit thel otoceni fo (sklon hlavni

osy) z podilu stiednich hodnot vertikani a horizontalni soufadnice za jeden cyklus
n

X 4 X3
fo=arctan —=2- = arctan %
X a xq
i=1

kde n je pocet vypocétenych bodi reprezentujicich cely cyklus (dobu obéhu).

Dé&e budeme tedy uvaZovat dréhy vychézejici z bodu x(0) = (-0.1, 0, 0, X4(0))", tj.
kuzeloseckami s osami rovnobéznymi s osami souiadnic x;, X3 a budeme ilustrovat vliv
vertikdni slozky pocétecni rychlosti x4(0). Nekolik piipada ukazuje obr. 27.

Pri pocatecni rychlosti x4(0) = —0.5 dopadne objekt (0) na dominantni objekt
v poc¢atku souradnic. Pri rychlostech x4(0) = -2, -4, -6 zatne opisovat elipsy a pri
rychlosti x,(0) =—6.4 odleti po hyperbole do nekonecna.

Pro urc¢eni druhu kuzelosecky je asi nejjednoduSSi pracovat s polarnim vyjéadienim
kuzelosecky [70-72]

p
1+ ecosf '
kde r jevzdaenost objektu (0) od ohniska v po¢atku souradnic (O, 0), p je parametr
kuzelosecky, e je numerickaexcentricita a f je poléarni Uhel sevieny pravodicem (0)

rf;ep =

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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sosou 0x;. U elipsy jee< 1, u paraboly e =1, u hyperboly e > 1.

for)
i

N\

)

for)
N,

for)
N

0.6 - Rychlost X 4(0)

—+—-05
. 2
o -4
. -6
. 6.4

-0.8 1

1
5

Obr. 27 — Vliv vertikalni slozky pocatecni rychlosti x4(0) na tvar drahy vychazejici z bodu (X, X3) = (0.1, 0).

Protoze méame k dispozici velky pocet souradnicovych bodid (X3, Xs), urcime

parametry e ap regresi. Ztgime je (obr. 26)
cosf =xir,
takZe (budeme psat jen x misto x;)
(= p -_Ph _ P
l+ecosf 1+ ex rtex

Jednoduchymi Upravami prevedeme tuto rovnici natvar
eEX—p=-r.

Vypoctem dréhy dostavame dvojice (i, Xs), Z nichz miZzeme snadno pocitat

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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= x?+x5 .

Je znamo, Ze pii normalité x;, xs maji chyby r; Rayleighovo rozdéleni [7, 20, 68].
ProtoZe v3ak o distribuci X3 nic nevime, budeme u r; pro zjednoduSeni piedpoklédat
normal ni rozdéleni. Tim dostaneme klasickou Ulohu linearni regrese

m
Sep)=18 (ex—p+r)’ #® min.
i=1
Z nutné podminky pro minimum hladké funkce S tj. anulovani derivaci, plyne

S_¢ g g g
11]13=a (ex—p+r)x=ea x°—pa x+4a rx=0
i=1 i=1 i=1 i=1

S_pn g g g
Pp-a (x-p+trn)(-)=—.a x+a p—-a n=0,
i=1

i= i=1 i=1 i=1
Tato soustava linearnich rovnic pro dvé neznamé se da snadno sestavit a iesit

v ExceLu. Useky kuzelosesek je jen nutné volit tak, aby xs bylo jednoznagnou funkci x.
ZaieSeni se berou absolutni hodnoty p a g, jak to vyZaduje geometrick&interpretace.
U elipsy spoloosami a, b je

Napi. u velké elipsy na obr. 27 (pro x4(0) = —6) pii volb&é horni poloviny elipsy
(n =785 bodi) vydlo e=0.8, p=0.18. Z inverznich vztaht

a= p , b= p
1- & V1- e

dostanemea = 0.5, b =0.3.

K pouziti polarniho vyjadieni kuzelosetek nds motivovala snaha ukézat, Ze ieSenim
pro X4(0) = 6.4 dostavame uz hyperbolu, e > 1. U Useku n = 626 bodi od poéatecniho
bodu skutecné vy3a regresi excentricita e = 1.048 > 1. Unikovou nebo druhou
kosmickou rychlost v dostaneme z rovnosti kinetické a potencidlni energie (0),

GM
1 2 _
SMv)" = mT.

2y = 2GM  _ \/m = m =6.3245...
r(0) 0.1

a 6.4> 2. To jedruhé potvrzeni, Ze dréha pro x4(0) = 6.4 je hyperbolicka.

V tomto pripadé

Poznamka. K popisu pohybu tlesa v centralnim poli ve 3D (R®) by bylo treba soustavu (S1) rozsiiit na 6
(resp. v R" na 2n) rovnic. Pohyb v centrdlnim gravitatnim poli v R® se viak dgje vroving uréené
pocatecnimi vektory polohy a rychlosti. ZjednoduSeni narovinny problém je tedy korektni.

Pozndmka. O Keplerovych zékonech a specidné jejich disledku, gravitatnim zakong, velmi dobie a
Usporné pise autor odkazu [69]. Toto téma je standardni soucésti ucebnic mechaniky, napt. [70, 71] a
zvl&St nebeské mechaniky [72].

Pozndmka. Kolem r. 1679 dospél R. Hooke k zavéru, Ze gravitaéni sila je neptimo Umérna ¢tverci
vzddenosti a sdélil to v jednom dopise Newtonovi [73, 74].

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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GRAVITACNI POHYB TRi TELESV ROVINE

Pohyb jednoho télesa je popsan polohovym vektorem a vektorem rychlosti. V roviné ma
kazdy z nich 2 dlozky. K popisu pohybu jednoho bodu potiebujeme 4 diferencidni
rovnice 1. fa&du. A u gravitacni interakce tti téles v roviné potiebujeme tedy soustavu tii
¢tveric rovnic 1. fadu, celkem 12 rovnic.

m
49(359: X11)
do

al d59
my
A5

(X, x5) s

s
(x5: x'f’)

Obr. 28 — Symbolika u t/i télesv roviné: assje zrychleni v bode (x1, X3) Zpiisobené hmotnosti ms v bodé

(Xs, X7), 15 = \/(Xl- X5)2 + (X3 - X7)? = gy, atd.

Pouzijeme-li symboliky z n&trtku na obr. 28, dostaneme nasledujici systém rovnic:

%Xlzxz,

dy — d2 . — X~ X5 X~ %9

- X = 55X +

dt™2 ™ g2 ™t ~Glms "EARLAFT : g %
d — -
mx3_x41 g 9
dy = d® — X3 7 3~ X1

STRARA ~G[ms FERRRLL gl I

L% = X,

dy — d>y — X% ) @ 10
SrXe= X =-G[m + My SR
dt dt? [ ds d3 ] € o ()
X7 = e,

dy = d>y — 7-%3 7" X1

-4 A% = m +

g e = 2 X7 = —GlMm =g S+ M, d3; ]

%Xg:xlo,

d d2 _ )@ Xl )@'XS e 106
X =X m + 5

gt X0 = 2 X0 = —Glm s 4 ms dgg] £ o
%Xn X12,

d g2 X1 X1 %7

S X0 = S5 X m +

gt ¥z = gz Xu=-G[m d3o d3; ]

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Pro numerické ieSeni je tieba soustavu (S3) doplnit poc¢atecnimi podminkami.
Slozkam polohovych vektora prislusi liché indexy a slozkam rychlosti sudé indexy.

Obr. 29 predvadi feSeni pro m; = 2000, ms = 1000, mg = 500, “gravitacni” konstantu
G = 0.0001 a pocatecni vektor X, (nize). Po 60 000 krocich integrace Fehlbergovou
metodou [13] se dospélo do bodu x; (nize). Ten se vza jako pocatecni bod pro dalSich
60 000 krokii. Tak bylo mozno pokracovat dal.

2406 a 050 2% (3) 0 e 017337657299
gxz 0> g 0 = gxz 3> g 0.3026496387
cx3(0)+ ¢ 0 =+ ¢X3(3) + ¢ 0.1715121801 +
Ex4(007 So0017 ¢x4(3)T §0.0927556674
_xs(@I_¢ 05 % _ ¢xs(3)I_ ¢ 0.2060478262 ©
Xo=cxs(0)+—¢c 0 =+ X1= ¢xg(3)+ ¢- 02477745728+
gx7 OM g 0 = gx7 (3> 03325972151 N
$xg(0) = & 0.05: $xg(d+ ¢ 0.0615570821 -
Cxg()* ¢ 0 =+ GXg(3) * G- 0.5685893608+
gxlo ON g 0.05 7 gxlo (32 g 0.6650494093
%1 (0) = 1 = x1(3)+ ¢ 0.5312431508-
éxlz 03 é 0 5 §X12 ©F g 0.5541368336

X3, X7, X11

0.5

\
Y
0 ‘ : : 2
1 D 01 02 03 04 05 06
X1, Xs, X9
em— 1) 1
— 15
o—m9

0-5
\>pe

Obr. 29 — Drahy tri téles uvazované soustavy.

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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Obr. 29 ukazuje nepravidelnost pohybu kazdého ze tii téles. Téleso shmotnosti my
prolétne mezi télesy s hmotnostmi my, ms (obr. 30) aasi se k nim uzZ nevréti.

02
\>he

X3, X7, X11

()
N

[1EY

Mg
/

D

-0.3 -0.2 J-O.l 0 0.1 0.2 0.3
X1, X5, X9

Obr. 30 — Dréahy t7i téles uvaZzované soustavy v ¢asovem intervalu priiletu télesa mg mezi my a ms.
Zanedbame-li pasobeni tretiho télesa (s nggmensi hmotnosti my), dostaneme problém

dvou téles. Ta se bud” srazi nebo kolem sebe prolétnou a jejich pohyb se zharmonizuje
jako naobr. 31.

Obr. 31 — ReSeni problému 2 téles reprezentovanych soustavou rovnic ze str. 53 s pocatecni podminkou
zestr. 54 proms = 0.

Trajektorie dvou osamocenych téles naseho systému: télesa s ngjvétsi hmotnosti my
a télesa s nggmensi hmotnosti my ukazuje dalSi obr. 32 (k eliminaci tietiho télesa ve
vypocétech staci jednoduse volit ms = 0).

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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0.2 +

e ml
e m9

a)
\>4

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2
X1, Xg

Obr. 32 — ReSeni problému 2 téles reprezentovanych soustavou rovnic(S3) ze str. 53 s pocatecni
podminkou xq ze str. 54 pro ms = 0.

U posledniho piipadu uk&Zeme jesté vliv 10ndsobné a 100nasobné redukce
hmotnosti my. Vysledky predvadi obr. 33.

Obr. 31 az 33 naznatuji, Ze zavedenim soufadnicového systému spojeného
stezistém soustavy by rovnomérny pohyb celé soustavy jednim smérem (nahoru a
doprava) mél zmizet, Sroubovicové trajektorie by se mély transformovat v dipsy, ¢imz
by se popis pohybu zjednodusil.

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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1.2
X3, Xy.
/)
0
0.6 |
0.4 - 0-4
0:2 0.2
e 1 e ml
- mO/10 mo/100
‘ ‘ 0 ‘ ‘ e
-0.6 -0.4 -0.2 0.2 -0.6 -0.4 -0.2 Oy . xgq02
X1, Xg 1, A9
03 0.2
X3
m/A00=5  mg/10=50
mo/10 = 50
! ‘ : 9
-0.51 -0.5 -0.49 -0.48 -0.47
X1

Podobny efekt piinasi velka prevaha hmotnosti u jednoho télesa proti druhému,
takZe téziste soustavy je v dominantnim télese nebo jeho tésném okoli a jeho pohyb se
stane zanedbatelny (obr. 34).

Konkrétnim piikladem takové dominance je pohyb téZisté slunecni soustavy, které
se obc¢as ocita vné “télesa’ Slunce, a Slunce kolem ného obiha ve smyckéach. Nejvétsi
planeta Jupiter ma hmotnost my, = 1.899x10%" kg, hmotnost Slunce je vic ne? 1000krét
V&S, mg = 1.989x10* kg, takZe u vEech planet ve slunesni soustavé je pomér jejich
hmotnosti k hmotnosti Slunce mensi nez 1/1000.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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v=0.5

0.95 -

MNTAWAWA
ff \ | \1 }l \

0.0004

0.0002

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002
0.45 - X1

Obr. 34 — Vlevo: Pohyb dvou gravitache vazanych téles
spomérem hmotnosti  1000: 1. Pocatecni  rychlost
e =2000 dominantniho télesa je nulova. Horizontalni sloZka
0.2 4 pocéatecni rychlosti obihajiciho télesa je 0.5, vertikalni je O
a jeho pohyb zac¢ina nahore v bodé (0, 1).

Nahore: detailni zobrazeni pohybu tézisté dominantniho
telesa.

U soustavy tii téles nepravidelnost pohybu neodstrani ani prenos pocétku
souradného systému do tézisté. To predvadi obr. 35, v némz jsme vzali ms = mg = 1000
a ponechali my = 2000, G = 1073, Pocé&tesni vektor (ptipominame: horni index T znagi
transpozici, tj. prechod matice 1xn natransponovanou matici nx1)

X,=(0,0.1,05,-0.1, -0.5,0,-0.5,-0.05, 0.5,0.1,-05,0)".

Mezi ¢tvericemi slozek patiicim k jednotlivym télesim je vétsi mezera pro odliSeni.
Poloha téziste je uréena vektorem

1 My X + MsX5 + MyXg O
my +mg +my gmlxg + Mg X7 +MoXyq g5
vektor rychlosti tézist¢ soustavy je konstantni

1 gy Xop T MgXos + MgXp100 _ 2@ 0.07509
my +mg + my %le04 +M5Xopg + ”bX012g 8— 0.06254

Xtez =

Vo =

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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() Pevna soustava soufadnic.
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(b) Pocatek souradnicového systému v t&Zisti soustavy téles.
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Obr. 35 — Trajektorie téles s hmotnostmi my, ms, Mg Se stejnymi pocatecnimi podminkami.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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15
X7 e m5 = 1000
( S, 1
0.5
2 1.5 1 -0.5 ) 0.5 |
/ X5
0.5

Obr. 36 — Pocatechi Usek trajektorie telesa s hmotnosti ms (casovy interval [0, 22.8]).

Poznamka. Snadno se odvodi, Ze k popisu pohybu systému n téles v prostoru R™ s euklidovskou
metrikou bychom pii obvyklém gravitaénim zékong potiebovali n(n—1)m diferencialnich rovnic 1. fadu.

Je dobre zndmo, Ze obecny problém pohybu tii a vice gravitaéné vazanych téles ve
dvou a tiech dimenzich je anayticky nefeSitelny. Koncem 19. stoleti Henri Poincaré
(1854-1912) [75] objevil chaotické chovani systému 3 téles (presnéji deterministicky
chaos). A to znamenalo tetku za snahami o nalezeni analytického teSeni. Numerické
feSeni v omezeném casovém intervalu, jak ukazaly predchozi naprosto libovolné
zvolené piiklady, vSak mozné je ajeho vypocet klade naroky jen na piesnost.

S chaoti¢nosti pohybu soustavy 3 a vice téles se ovSem okamZité vynoruje otézka
stability slune¢ni soustavy. Newton se domnival, Ze k udrZeni jgji stability jsou nutné
ob¢asné zasahy Boha. Laplace analyzova systém Slunce, Jupiter, Saturn. Pouzitim
aproximaci ukazal, Ze uvazovany systém je (v ramci pouZzitych aproximaci) stabilni — a
“takovou hypotézu nepotieboval“ (s. 32).

Dnes si v&ak piné uvédomujeme, Ze izolované systémy v naSem vesmiru neexistuji,
nebot’ na kazdy hmotny objekt pasobi gravitace a dalSi sily vSech vesmirnych objekta
(resp. ¢astic ajinych forem energie).

Po objevu a matematickém zpracovéani podivnych atraktorti se vzapéti objevilo
mnoho praci, které ukézaly, Ze sune¢ni soustava je podle ocekavani rovnéz chaoticky
systém [76-78]. Nastésti to vypada tak, Ze projevy chaoti¢nosti by se mély stat zretelné
az ve velmi daleké budoucnosti — po zhruba desitkach miliona | et.

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Systém Sunce — Jupiter — Saturn

UvaZujme tento systém jako piiklad realné soustavy tii téles. U parametri uvadénych v riznych zdrojich
je ale dost velky rozptyl [60, 61]. Zvolené hodnoty jsou shrnuty v nésledujici tabulce (E-11 znagi x10™,
atd.)

Gravitaéni Konstanta G= 6.67300000E-11 mkg's”
Sunce:  Hmotnost M = 1.98910000E+30 kg
Polomér 0.696E+9 m
Jupiter:  Hmotnost m; = 1.89860000E+27 kg
Perihelium lry= 7.40742598E+11 m
Afelium rag= 8.16081455E+11 m
Numer. excentricita trajektorie e = 0.0483927
Saturn:  Hmotnost ms= 5.67460000E+26 kg
Perihelium res= 1.34946738E+12 m
Afelium rss= 1.5039834E+12 m
Numer. excentricita trajektorie es= 0.0541506

Pocéatecni podminky odhadneme zanedbanim vlivu druhé planety, tedy ze soustavy Slunce—planeta
jako centralniho pole. Z geometrie elipsy se snadno odvodi, Ze ¢tverec podilu malé a velké poloosy
(bla)’=1-e?
kde e je numericka excentricita. Polomér kiivosti ve vrcholech na hlavni oseje[12] (s. 102)
R=b%a=a(bla)’=a(1l-e?.
Zapocétek souradného systému zvolime stied Slunce a poéatecni bod trajektorie planet umistime do
perihelia (—a (1—¢), 0). Pocatecni rychlost planety v periheliu v,(0) a afeliu v,(0)se uréi zrovnosti

2 2
absolutnich hodnot odstiedivého zrychleni a gravita¢niho zrychleni Vs (0) _GM , Ve (0) - GM ) 4.
R r2 R r2

p P
WOl = VM Ry _Joman o)  [GM e  [GM Lre  [26M fo
M a(l- ) a -e€ a e Tp*la Tp
_ .GMR 2GM 'p "
vOl= VM Ry 204 T g fo
la p "a'a a

Pocétecni rychlost Slunce volime rovnu 0. Pocétecni podminky pro extrémni piipad, kdy obé planety
jsou v periheliich vievo adale je jednav periheliu vievo adruha v periheliu vpravo, jsou odhadnuty takto:

& o0 0 e 0 0 ® 0 0
¢ o ~ ¢ o ~ G o ~
¢ o ~ ¢ o = ¢ o ~
G o ~ ¢c o + C o =+
g'rm% g'rmf g+ra3+
X (0) = (x(0), ..., x2(0))" = € 8 +  X20=¢ o =+ X3@=¢ o =
G. Vi (O)j G- vy (0): C+Va (0):
g'rps - gHaS + g‘rps -
- o - o .

$ o - $ o ¢ o
§ v 03 & Vs & Vs 0

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Pocétecni rychlosti vypoctené z eliptickych drah v centralnim poli systému Slunce—planeta jsou
uvedeny v nasledujici tabulce.

Planeta Rychlost vi,(0), m/s Rychlost v,(0), m/s
Jupiter 1.37085E+4 1.24401E+4
Saturn 1.01826E+4 0.91365E+4

T

V systému tfi téles umistime stied referencéniho systému do t€Zi&é soustavy. Ddle oznatime
hmotnosti m; = M, ms = my, my = Ms.  Souradnice Slunce, Jupitera, Saturnu jsou (Xq, X3), (Xs, X7), (Xe, X11),
sudé indexy znagi slozky rychlosti. Poctecni poloha téziste je tedy

0 04 0A
0 (= (e X9 & 9 &q 2
XT3 (0) =(m& 5 +ms§& oI+ me& o)/ (my+ms+ ),
T gxé)fa gxé)fa gxgia

vektor konstantni postupné rychlosti t&zisté

0.. 0 0
0/ — o B39 g O B 9
v+ (0)=(m I+mg& g +mg )/ (my + mg + my).
T O=( 1§X2ﬂ §Xgﬂ gxfz(a) (m )

DréhateZiste je pak
xo®) =x2 0 +vQ (0) t
av souradném systému s pocétkem v téZi&ti jsou derivace souradnic

dXo- 1 ) = : X (1) - (V2); proklichg,
dt T X (t)- (V), proksudé

V pripadé pocétecni podminky (Jupiter i Saturn v periheliu)

& 0 0 = 0 0

¢ T¢ <

% 0 - [+ 0 +

¢ 0 =+ ¢ 0 +
_¢ *_ +
x@=¢ ° i=¢ 0
¢ “fw = ¢ 740742598E +11.

¢ 0 T ¢ 0 +

¢ o ; 0 .
¢-Vpy(0)+ ¢ -137085E+4
¢ -ry T G- 1.34946738E +12+

¢ oI ¢ 0 *

¢ T ¢ +

¢ o + é 0 +
g_ Vps(0)5 -1.01826E+4

jsme dostali praseciky s vodorovnou osou reprezentujici perihelium a afelium (perihel a afel) v systému 3
téles. U Jupitera to bylo (-739.651, 0) a (813.732, 0), u Saturnu (—1348.38, 0) a (1491.53, 0). To
umoziuje kontrolni vypocet excentricit

_ 740.22- 739651 _ _ 1491.53-1348.38 _
&= 72020+730651 ~ 004769, &= T7oTE3 131838 — 0-09041L.

Periody obéhu dostaneme z poctu kroki integrace soustavy (S3) v referenéni soustaveé spojené stezistém.
Pocitali jsme sh = 1 800s (» 1/2h) a pro grafické znazornéni jsme brali kazdy 48. bod, tj. po uplynuti 1
pozemského dne. Vy3lo T; =4 326 dni,. Ts= 10674 dni. Tyto vydedky avysedky dalSich vypocti jsou
piehledn uvedeny v nasledujici tabulce. Misto milionu km pigeme Gm (= 10°m).

Jup. Sat. oz GM a3, Gm € T, dny s GM s GM es Ts, dny
Per. Per. —739.651 813.732 0.04769 4326 -1348.38 149153 0.05041 10674
Per. Af. —740.422 814.037 0.04749 4330 -1349.79 1509.88 0.05598 10784
Af.  Per. —738.337 815.689 0.04978 4326 —1349.86 150899 0.05566 10789
Af.  Af. —738.241 814.874 0.04934 4327 —1338.69 1502.78 0.05775 10689

F. KouTny: Pierre Simon de LAPLACE
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Je aZ neuveritelné, jak udavané hodnoty numerické excentricity a period obéhu [60, 61],
e; = 0.04839, T; = 4333 dni = 11.87 rokt, es = 0.05415, Ts = 10758 = 29.45 let jsou blizké naSim
vypoctenym hodnotam jednoho obéhu a s vyjimkou T; mezi né dokonce zapadaji.

Obr. 37 — Trajektorie stredu Sunce kolemtezidteé (0, 0) systému Sunce — Jupiter — Saturn za 55 000 dni,
tj.as 150 let. TeZidté se dost casto ocita vne Sunce (polomer disku Sunce je 0.7 Gm).

-15

Obr. 38 — Trajektorie jednoho obéhu Saturnu se startem v perihelu, je-li Jupiter v perihelu (J,) a
afelu (Jy) (1 Gm= 10° m= 10° km).

F. KouTtny: Pierre Simon de LAPLACE
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1Y

Pohyb stiedu Slunce kolem téziste (0, 0) uvaZované soustavy ukazuje obr. 37. Je vidét, Ze téziste se
dost ¢asto nachézi vné télesa Slunce (tj. kruznice o poloméru 0.7 Gm).

U Saturnu se da vliv polohy Jupitera v perihelu a afelu piredvést i graficky (obr. 38). Vliv polohy
Saturnu natrajektorii Jupitera je pochopitelné mensi av naSem metitku obé trajektorie splyvaji (obr. 39).

800 -

-600

-400

-800 -

Obr. 39 — Trajektorie jednoho obehu Jupitera se Saturnemv perihelu (cervend) a afelu (modrd) jsou
v tomto meritku nerozliSitelné.

Obr. 38 a 39 ukazuji, ze i v modelu tii téles zustavaji trajektorie dvou negjvétSich planet slunecni
soustavy piiblizne eliptické. Pomér obéZnych dob Saturnu a Jupitera se pohybuje kolem 5/2, takZe systém
po ngimenSim spolecném nasobku T » 5T; » 2Tg» 21 600 dni » 59 let by se mél vrétit do vychoziho
stavu. To by se dalo brét jako signal jeho stability.

Dnes v&ak vime, Ze

kumulace velmi malych diferenci zptasobi v dlouhém ¢asovém horizontu velké zmény a chaos,

musi se projevit chaoti¢nost soustavy tii avice téles,

jisté se projevi také relativisticke efekty.
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UZ samotnd moznost numerického eSeni soustav diferencianich rovnic je velmi
inspirujici. Mozn, Ze Laplace byl Gvahami o malé hustoté hmoty ve vesmiru, gravitaci,
kondenzaci, |ok&nim shlukovani a kolizich téles veden k domnénkdm o mechanismech,
jimiz mohly vznikat kosmické objekty. Prvni zverginéné pojednéni takového druhu
pochézi od Immanuela Kanta (1724-1804). Kant vytvoiil hypotézu mechanického
vzniku kosmickych téles z fidké vesmirné pralétky v klidu. Gravitace tuto pralétku
piivede ke kondenzaci a postupnému loka nimu zhustovani [79].

Laplace obohatil Kantovy predstavy tim, Ze do nich zahrnul rotaci hmoty a
odstredivé zrychleni. Pfi pohledu na dneSni obraz Mlécné dréhy piipomingjici vir
(obr. 40) nam to musi piipadat velmi piirozené. Nesmime ale zapominat, Zze Laplace
takove prostiedky nemél.

(vice napt. http://www.svetovejevy.cz/news/hypotezy-kantova-a-laplaceoval )

Obr. 40 — Spirdlova struktura naSi galaxie pripomina vir (turbulenci), tedy typ proudéni svazany s rotaci
(http://en.wikipedia.org/wiki/Milky Way ).
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POZNAMKA O PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNICICH.
Na zévér jesté zminka o tom, Ze Laplace se zabyval numerickym feSenim parcianich diferencidnich
rovnic. Nahradil parcidlni derivace podilem konecnych diferenci a zabyva se konvergenci ziskanych
diferencnich schémat. Patii tak mezi zakladatele metody zndmé dnes jako metoda siti [80].

Jako piiklad muize slouzit Laplaceova rovnice u funkce u(x, y) dvou proménnych

T2u(x ) + f2u(x ) -0.

(RLRY) u(x, y) o2 Y.
Plati
T2u(xy) 5 DPU(Xy) = u(x+h,y)- 2u(xy) +u(x- hy)
x2 Dx? h?
T2Uu(xy) » DPU(XY) = U(x Y +K)- 2u(x, y) +u(x, Y- K)
‘ﬂy2 Dy2 K2

kde h = Dx zn&i prirtistek proménné x ak = Dy prirastek proménnéy.

U parcidni diferenciéni rovnice mohou byt zadany pocate¢ni podminky (hodnoty u v ¢ase 0, resp. ty,
pokud je jednou proménnou ¢as t) a okrajové podminky na hranici prostoroveé oblasti, v niZ rovnice plati.
U stacionarniho déje zavidost na ¢ase mizi a ieSeni je uréeno jen okrgjovymi podminkami. Typickym
piikladem je rovnice vedeni tepla, ktera pti absenci vnitinich zdroja a “propadlist” tepla prejde
v Laplaceovu rovnici.

Rovinndoblast G, v niZ plati rovnice

(N.N) u(x, y) =0,
se v nejjednodussim pripadé rozdéli na stejné obdéniky hxk. V bodech hranice G oblasti G, jsou zadany
okrajové podminky hodnotami u (Dirichletova Uloha), derivace u, obvykle ve sméru vngjsi normdly
(Neumannova dloha), atd. Hodnoty u ve vnitinich bodech (x;, yj) se postupné pogitaji z diferencnich
rovnic. KdyZ oblast ani jegji hranice nejsou prilis doZité, da se pro prenos hodnot u z hranice G do
okrgjovych uzla sité a dd do vnitinich uzlt pouzit interpolace. Pak rovnice (N.N) u(x, y) = 0 vede
k systému linearnich algebraickych rovnic pro nezname u;; = u(x;, y;). To je princip metody siti.

Elementy sité se nemusi omezovat na obdélnikové. Mohou byt trojuhel nikové, Sestithelnikové apod.
Také k prenosu okrajovych podminek do hrani¢nich bodu sité 1ze pouZit kvalifikovangjSich metod [80].

V dnedni dobé metodu siti do znaéné miry nahradila metoda konecnych prvka, FEM. Jgi aplikace
maji silnou technickou podporu ve formé komeréné dostupnych softwarovych balika.

Zde se omezime jen na tuto poznamku. Seriozni vyklad metody siti |ze ngjit napt. v knize [80] nebo
nainternetu.
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